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完閒빽터場의 理훌에 관한 小考

申 鉉 千

1. 序 뚫

이 小꿇에서는 完閔벡터楊의 擺念과 그 基本的인 性質들을 소개하고， 이 理

議의 應用面과 覆近의 成果에 對하여 간단히 言及하기로 한다.

完閒빽터場의 擺念은 월래 J. Leray 와 1. Schauder [3]에 기원하는 것으로

서 ， F가 Banach 호間사이의 完閒寫燦일 혜 x=F(x) 꼴의 Ji程式의 解의 存:tE

와 관련되어 나타난 擺念이다. 이 方뚫式의 解가 바로 그에 대응하는 完閒벡

터場 f(x) =x-F(x)의 特異點이 되는 것이다.

이 理훌훌에서 주요한 역할을 하는 개념은 完開場의 호모토피와 完閒場의 鍵·

張이다. 이들 개념은 다음과 같온 據張問題를 해결하는 과정에서 일어난 것이

다. 즉 “한 Banach 호間의 閒部分集合에셔 定義된 特異點없는 完閔벡 터樓이

주어졌을때 이 場을 그 閒部分集合을 포함하는 集合에서 定義된 特異點 없는

完閔벡터場으로 據張할 수 있는가? "

그 문제의 해결과청에셔 이같은 據張의 存在는 주어진 特異點없는 完閒벡터

場의 호모토띄類에 달려있다는 것이 알려짐으로써， 가장 중요한 결과인 호요

토펴 鍵張定理 하나가 얻어지는 것이다. 이들 결과는 方程式 x=F(x) 꼴의 解

의 存在와 밀접한 관련이 았으며 後述하는바와 같이 수많은 重要한 魔用面을

가진다.

따라서 먼저 위의 호모토피 據張定理에 이르는 기본적인 이폰을 주로 Granas

[lJ , [2J에 따라 해절하기로 한다. Banach 혈間의 초보적안 이론에 관한 지식

을 가정하커로 하며， 모든 寫餘은 運續인 것으로 한다.

2. 特異點없는 完閒벡터場

앞으로 하나의 정해진 Banach 호間을 E로 나타내고， 그것의 한 R 失元部分

호間을 En으로 나타내기 로 한다. 또 p= E-{OJ, 0는 原點을 나타낸다. 01
제 X , Y폴 E의 엄의의 部分集合이라 하자.

定훌훌. 한 寫像 f:X→Y가， X 에서 定義련 한 完閒寫燦 F:X→E에 대하얘

f(x) =x-F(x) , XEX
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로 주어졌을때， 이 f를 X에서의 한 完閒펙터境 (compact vector field) 또는

간단히 完閒場이라 부른다. 이같은 完閒場 전체의 集合을 C(yX)로 나타낸다.

그러면 C(YX)는 X 에서 Y로 가는 寫像전체의 集合 yx 에 포함된다‘

定훌훌. 한 完閒벡터場 I:X→Y가 有限次元이라 함은， 그 定義에 들어있는 F

가 有限次元엘 때， 즉 F가 完짧아고 F(X)가 E의 어떤 有限次元部分호間 En

에 포항됨을 말한다. 이을 有限次元完閒場으로 이루어진 C(YX)의 部分集合

을 C，，(yX)로 나타낸다.

앞으로 C(yX) 를 한 距離호間으로 생각하기로 하며， 그 距離는 흔히 쓰는

다음의 것으로한다:

p(f, g) =뿔당11/(x) -g(x) II , f, gEC(YX).

定훌훌. 한 寫像 I:X→Y 가， 어떤 完全連續寫像 F:X→E에 대하여 (즉 F가

X의 임의의 有界集合위에서 完閒일때)， /(x)=x-F(x) 꼴로 주어질 때 이 f
를 X에서의 完全連續벡터場이라 부른다.

따라서， 有界언 X에 대하여는 X에서의 完全連續벡터場과 完閒場이라는두개

념은 일치한다.

이들 定義로부터 다음과같은 기본적인 性質들이 얻어진다.

(1). 集合 Co(EX)는 홍間 C(EX)안에서 觸密하다.

이 사실은， 엄의의 完閒寫鷹이 有限次元寫像으로 近似띈다는 定理의 결과이

다.

(2). X가 E의 閔部分集合이고， IEC(EX)가 X 의 한 完閒場이면， I(X) 는

E의 한閒部分集合이 된다.

훌明. I(X)의 한 짧列을 {y,,}, y"= I(x,,), x，κX， y，， =x，， -F(x，，) 이 라 두고

limy，， =y，。이라 가정하자.F가完閒이므로， F(x，，) 이 어떤點 Yl 으로 收數한다고

가정할 수 있다. 따라서 lim 져=YO+Yl 이 되고， I의 連續性으로부터

limf(x,,) =f(yo十Yl) ， 즉 Yo=I(yo +Yl)E/(X)가 된다.

(3) I가 X에서의 1 對 1 完閔場이고 X가 閒集合이면， I는 兩連續이 되며

1-1는 I(X)에서의 完閒場이 된다.

定義 E의 두 集合 X와 Y 가 銀훌의 同相이라 함은， 어 떤 位相同型 hEC(EX)

이 존재하여 Y=h(X)가 되는 경우를 말한다.

定義. IEC(EX)가 X에서의 한 完閔樓일혜 ， 1가 한點 XOEX를 鳳點으로 보내면，

Xo 을 f의 한 함異點이라 부른다. 따라서 特異點없는 完閒場전체의 集合은 바

로 C(pX)자신이다.

(4) 1가 E의 한 閒集合 X에서 定義된 完閒場얼혜 f의 特異點 전체의 集

合은 5윤閒이다.
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이것은 f의 特異點 전체의 集合이 ， f에 대응하는 完閒寫像 F의 {直域에 포

함된다는데서 얻어진다.

(5) f가 E의 閒集合 X에서 定義된 特異點없는 完閔場이고

0< e< p(f (X) , 0)이라하자.g 가 Y 에서의 完開場으로서 p(κ g)<£ 인 것이연，

g 도 特異點을 가지지 않는다.

(6) X가 E의 閒集合이면 有限次元完閒場의 集合 Co(pX)는 C(PX)의 觸密

部分集合이 된다.

3. 完閒場의 호모토피훌張定理

定義. 두 完閒벡터場 f， gEC(YX) 가 호모토피的이라 함은， f와 g 사이의 호모

토피 hEYX X [ 로서 다음과 같이 나타냐는 것이 존재하는 경우를 말한다.

h(x, t)=x-H(x, t) ,

여기에서 H:XxI→Y 는 完閒寫像이다.f와 g 가 호모토파的인것을f=，，-g 라 나

다낸다. 위에서 ， f(x)=x-F(x) , g(x)=x-G(x)일 해 ， H(x, 0) =F(x) ,

H(x, 1) =G(x) , XEX로 나타난다.

위의 Z는 분명히 호間 C(YX)에서의 한 同fI흩關係이며， 따라서 이 얻間을 同

f直類로 나눈다.

다음 성질들도 기본적이다.

(7) Xoc:X이고 f , gEC(YX) 일 때 ， C(YX)안에서 f =,,- g 이변 ， C(yxo) 안에서

flxo =::cglXo 이다.

(8) Y=E 일 때 X에서의 임의의 두 完閒場 f와 g 는 C(EX)에서 호모토피

的이다. 이것은 寫像 h :XxI→E를

hex, t) =t.f(x) + (l-t)g(x) =x- [tF(x) + (l-t)G(x)]

라 정함으로써 얻어진다.

앞으로 特異點없는 完閒場， 즉 y=p일 해에 한하여 호모토피의 개념을 생각

하기로 한다.

(9) f， g 가 X에서의 特異點없는 完閒場이고

f(x) =x-F(x) , g(x) =x-G(x)

이 며 , 다음 同f直인 조건들중 하나가 성 렵한다고 가정하자.

(i) 엄의의 XEX에 대하여， 벡터 f(x)와 g(x)는 역방향이 아니다.

(ii) 임의의 XEX 에 대하여， 原點이 線分 [f(x) , g(x)J 위에 있지 않다.

(iii) 엄의의 XEX 어1 대하여 點 x 가 線分[F(x) ， G(x)] 위에 있지 않다.

그러면 두 벡터場f와 g는 C(pX)에서 호모토피的이다.

훌훌明. 이들 세 條件이 同f直엄은 自明하다.f와 g 사이의 호모토피 h는 다음
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식으로 정의 된다.

hex, t) =tf(x) + (l-t)g(x) =x- [tF(x) + (l-t)G(x)].

(10) f와 g 가 X에서 特異點없는 完閒樓이고

f(x) =x-F(x) , g(x) =x-G(x) ,
모든 XfX에 대하여 Ilf(x) -g(x) II ::;; II f(x) II 라 하면 f와 g는 C(PX) 안

에서 호모토피的이다.

證明. 주어 진 不等式은 II F(x) -G(x) II 드 II x-F(x) \I 와 동치이며 , 이것이

(9)의 (삼i)을 만족한다.

(11) X가 E의 閒集合이고 ， fEC(PX) 가 X에서의 特異.點없는 完閒場이라하

자. 이제 0< e < p(f (X) , 0) 이면 ， p(f， g)<O인 gEC(PX)는 f와 호모토피的

이다.

(12) 임의의 完閒場 fEC(PX)는 어떤 有限次元백터場 gECO(PX)와 C(PX)안

에서 호요토피的이다.

(13) X=B(xo , ν) 이 E의 한 閒球얼때 엄의의 特異點없는 完閒場 f와 g는

C(PX)에서 호모로펴的이다.

이것의 證明응 좀 기나 역시 初等的이며， 위의 (12)와 Tietze 據張定理의 결

과로서 얻어진다.

定義. 이제 X, YeE, xoζX라 하고， fEC(YXO)가 찌에서의 한 完閒백터

樓이라하자. 한寫像 !:X→Y가 f의 X위로의 한據張이라 함은

(i) !가 X에서 갱의환 한 完閒백터場얼해， 즉 I f.C(YX) :

(ii) I가 寫爆 f의 한 據張얼 혜， 즉 fel인 것을 말한다.

(14) xo 가 X의 한閒部分集合이고 Y=E 일 혜 엄의의 한 完閒場jf.C(EXo)

는 X위의 한 完閔場 !EC(EX)로 據張한다.

이것은 잘 알려져 있는 完閒寫像의 擺張定理로부터 곧 얻어진다.

이제 (14)에서와 같이，Xo에서 정의된 特異點없는 完閒場을 X에서 청의펀

特異點없는 完閒場으로 據張하는 문제를 생각하자. 여기에서 이같은 據張의

存在는 주어진 完開場의 호모토펴類에 달려있음을 보여주는 것이 다음의 중요

한定理이다.

호모토피據張솔理 XO가 XeE의 한 閒部分集合이고 ， fo， gof.C(PXo)가&에

서 정의된 호모토피的인 特異點없는 完閔백터場이라 하자. 이제 fo의 X위로

외 한 據張 fEC(PX) 가 존재한다연 ， go 의 X위로의 據張 gf.C(PX) 가 존채하여

f와 g가 C(PX) 에서 호모토펴的이 되도록 된다.

證明. 特찔‘點없는 두 完閔場

fo (x) =x-Fo(x) , Fo : xo• E
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go(x) =x-Go(x) , Go: xo• E

의 호모토피的이라 항은， 다음 조건을 만족하는 한 完閒寫像빠 : Xo xI→E가

존재 한다는것이다:

X=F쩌(x， t) ， XfXO, tf1;

Ho(x, 0) =Fo(x) , Ho(x, 1) ==Go(x) , XfX，。

가정으로 부터 fo 의 X위로의 擬張 [f.C(PX)가 촌재하고， 따라서 FocF 아다.

여기에서 F:X→E는 完閒寫像이다.

에제

To=(Xox I) U(Xx {O})
라 두고 f좁像 Ho': To→E를 다음과 같이 정의하자 :

Ho’ (x, O) =F(x) , (Xf.Xo, t==O 일 혜) ,

Ho' (x, t) ==Ho(x, t) (XEXo, tEl일 때 ) .

그러면 HO'은 To위에서 完閒이며 , 따라서 完閒寫像의 據張定理로부터 그의

XxI위로의 完閔鍵張 H' :XxI→E가 존재하게 된다. 이제

XI={XEX I어떤 t 에 관하여 x-H'’ (x, t) ==O} cX

라 두면， Xl과 Xo 은 X의 서로素인 閒集合이 되며， 따라서 Urysohn의 據張

定理로 부터， 한 連續寶빼數 ;l :X→I로서 Xl 위에서는 0, xo 위에셔는 1 언것

이 存在한다. 이제

H(x, t) =H' (x, ).(x)t) , Xf.X , td

로 定義되는 寫爆 H: XXI-→E는 XxI에서의 完閒寫優이며 XEX, O~t~l에

대하여 H(x, t) 추x 가 된다. 따라서 X에서

g(x) =x-G(x) , G(x) =H(x, 1)

로 정의되는 짧像 g를 생각하면 ， g는 go 의 X 위로의 據張이 되며， 마찬가지

로 xεX 일때 H(x, O) =F(x) 가 된다. 定훌훌로부터 H(x, 1) =G(x)이므로 f(x)

=x-F(x)와 g(x) =x-G(x)는 C(pX)에서 호모토피的이 된다.

4. 應用面과 現況

위에서는 特異點없는 完閒백터場의 기본척인 理論을 例示하였으나 이 이론

은 설제로 解析學 및 位相數學의 여러 分野에 척용되어 수많은 定理들을 包括

하게 되고 또 새로운 결과률 많이 얻었다. 이들에 대한 文歡을 얼일히 列擊할

수는 없으므로 이 理짧의 결파로 얻어지는 結꿇들만올 들어보기로 한다.

(1) Schauder의 固定點定理

(2) Borsuk-Ulam의 對稱點定理의 Banach졸間으로의 據張

(3) 鍵型方뚫式꿇에서의 Fr빼1이m의 Alternative
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(4) Rothe의 固定點定理

(5) Kr짧loselsk늄 의 固定點定理

(6) Altman의 固定點定理

(7) 이들 固定點定理의 徵分方種式꿇에의 廳用

(8) Birkoff-Kel1og의 定理

(잉 Bana강1 호間에서의 共通部分定理， 非連結性에 관한 定理 등.

最近의 結果로서는 多價薦짧의 位相數學의 발전에 영향을 받은것으로서Ma-•

(4J, [5J는 多價寫優(또는 集合植빼數)에 관한 完閒 백터樓의 개념을 확렵하여

야 理論을 進步시켰다.

그 내용을 略述하면 局所볼록호間에서 定義펀 集合障完閔백터場으로 傳來의

憲짧度理홉움을 훌훌張하여 여려가지 括텀활만한 成果틀을 얻었다. 그 안에서 特

記할만한것으로서는

(10) Dugundji의 據張定理의 -般化

(11) 棄合植完閔樓의 *홉慶度理흩움

(12) Hopf의 距離化局所볼록홍間에관한 定理의 一般化

(13) 固定點理論에의 適用

(14) Borsuk의 Sw않ping定理의 一般化

(15) Borsuk-Ulam의 定理의 一般化

(16) Brouwer의 領域不變定理의 -般化 둥이 보인다.

끝으로 이들에 관한 文敵으로는 (4J의 흉考文數을 보면 자세하다.
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