
I •.,’! ’ r"I["l'r~ 1J

57
Bull. Korean Math. Soc.

Vol. 12, No.2, 1975

分離的多元環의 GALOIS 理훌훌

뽑

F흘 標數 0을 가지는 體라 하자. [lJ과 [4J에서 F上의 Galois 理議에 관한

冊究블 볼수 있다. 더욱 可換環에 關運된 Galois 理論은 Child [2J와 Kanazaki

[5J에 의하여 짧究되어 왔다. 1률 가지는 可換環 R上의 se뼈rable R-algebra

에 대한 Galois 理議의 E퓨究는 [3J에서 찾울 수 있다- 이 論文에서는 separable

F-algebra에 관한 G와.00S 理論을 취급하려 한다〔定理 7) ‘

다음에 F는 標數 0을 가진 주어진 體라고 가정한다 A를 F‘쇠gehra라 하고

A。를 A의 雙對 F-algebra라 하자. 이해 A"=A29FA'。는 A의 enveloping algebra

라고부른다，

定薰 1. 左뼈 Ae-module homomorphism

μ : Ae→A플 μ(짐a/ij)aiO) =원따ai。와 같이 정의한다. 여기서

aiεA， aioEA'。이 다. 만약 完全列
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0→kerμ → Ae 강 A →。
이 split되면 A는 separable F-algebra라 한다 A가 separable F-되gebra라면 A

는 μ-structure 아래에서 左，때 projective A'-mod띠e가 된다- 그리고 Ae는 μ(e)

=I, Je=O ([3J)인 separabJity idempotent e를 포함한다. 특히 모든 F-module

는 F위에셔 vector space가 되고 모든 射影的 separable F-algebra는 有限生成

되기 혜푼에 separable F-algehra는 有限生成되고 射影的 F-module이다.

定훌훌 2. 可換環 K가 F-algehra이면 그것은 F의 ext，짧ion이 라 부른다 (F가

體이기 때문에 각 F-algehra는 faithful F-외gebra라는 것에 주의 ). 이 경우에

있어서 우리는 F가 K의 部分環엄올 볼 수 있다. F-自己同型薦像은K의 同型

흥훈爆으로 F의 元을 不變으로 하는 것을 뭇 하기도 한다.K의 모든 F-自己同

型寫像은 有限群이며 G(K， F)로 表示한다 H흘 G(K， F)의 部分群이라고 하

자. 그리고 KH= {.x EK!u(x)=x, VUEH} 라 하자. 또 K툴 F의 separable ext­

ension야라 하자(즉 K는 separable 이고 F의 extension이다). G(K, F)의 部分群

G와 F를 포함하는 K의 部分環 S를 취하자. 만약 S가 다음 조건을 만족하는

경우 Galαis群 G를 가진 F의 Galois extension이 라 부른다

(i) SG=F

(ii) S는 separable F-algebra이 다.
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(파) S에 었어셔 각 non--zero id，없npotent e에 대하여 또 G에 있어서의 짝

.q-=l=-τ에 대하여 q(x)e츄't' (x)e가 되는 元 x가存在한다.

S를 G와.ois群 G률 가지는 F의 G값ois extension아 라 하자'. S-mod띠e에 대하

여 自由基 {L1"lqεG}흘 생각하고 이 S-mod:따e에 대한 乘法융 (aL1,,) • (M..) =
4δ(b)"，，&와 같이 定議한다. 여기서 a, bES 그려고 q， τEG이다. 다옴에 우려는

새로운 F-혀gebra L1(S : G)롤 얻는다. {P'"laEG}훌 S-mod벼e에 대한 基가 되

게 함으로셔 S켠1gebra P' (S : G)흘 만플자. 그리고 모든 q，'t'EG와 a， bεS에대

하여 (ava) . (bP'..) =aW"δGH'라고 樂法올 定養하자. 여꺼셔 만약 6으Fτ。1 연 0",..=
에" q=1:이면 0"，，& =1이 다.

f힐理 3. Galois群 G를 가지는 F의 Galois 앉tension S에 대하여 다음것들윤

;同等하다.

(i) 핑 xp(싸 =0"， 1이 되는 元 X I. X l!> "', xm Y냈t •••, Y1S이 S에 存在한다.

(갑) xES'에 대하여 (1) (αt1，，» (x) =aσ (x)로 定護되어지는F-algebra準同型옳

像 if> : t1 (S: G)→HomF(S， S)는 同型屬數이다.

(iii) cjJ(d5!;Jb) =싫 aq(b)κ에 의하여 定議되어지는 S책ebra 準同型寫像 cjJ:

SQ!)FS• p' (S: G)은 同型寫爆이다.

(iv) S의 각 maximal ideal M에 대하여 또 각 1추qEG에 대하여 〈σ (x)τ)

fi:.M와 같은 元 x가 S에 었다.

靈明(i)~ (ii) : hEHomF(S,S)에 대하여 ω=ε ~ h(xJ)q(Yj) t1"oj t1 (S :
ilEG j=l

G)의 元이 되게 한다. 그러면 XES'에 대하여

φ(ω) (x)=if>(앓앓h(원)q(꾀) t1,,) (찌

=월c 낌 h(핀)σ(Yj)q(x)

=앓 휠 h(진)σ(Yjx) = 월h(진)앓q(yjX»

=h(옳짚 xJ.q(YjX» (앓σ(YjX) εF)

=h(E E xp(y;)q(x»
gεG j-l

=h(x) ((i)에셔)

이와 같이 하여 @는 全射이다. if>，가 單射라는 것올 護明하기 위하여 u=탤σ4

'{a"εS) E L1(S: G)가 되게하고 φ(u)=O라 假定한다. 그러연

0=잃앓 1>(u) (원)q(Yj) t1"
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(ii) ~ (iii): t = 잃c4라 하자. 이때 ¢J (t·S) =Homp(S, F)이다. aES, XES

에 대하여 (¢J (t'a»)(x)= L; q(ax)EF, 따라서 ¢J (t·S) 득Homp(S， F) 이다. 그
aEG

러므로 9: ,1(S: G) 르Homp(S， S) 또 Feκ 각 fEHomF(S,F)에 대하여 φ(u)

=1와 같은 元 UE ,1 (S: G)가 存在한다. u= L: a"，1。라 하자. 그러면 염의의
qεG

..xESoJ] 대하여 ¢J (u) (X) =L.:_a"q(x) EF, 또 이려하여 염의의 pEG에 대하여
aEG

P앓 a,,11 (x) 뀔p(ap-l')반)

=ε a,,, (x)
.EG

여기서 r=pq이다. ¢는 同型寫像이니 모든 gεG에 대하여 p(ap-lT ) =~ 혹은 a"

=11 (al) (1은 G의 單位元)이다. 그러므로 Y= L.: l1 (al) ·,1,,=t'ah 또 Homp(S,
uEG

F) =rjJ (t·S)이다. 이때 다음의 同型寫像을 가지게 된다.

S&;;pS 二 S&:!pt·S ~ S&:!pHomF(S, F) 三 HomF(S,S)

二 ,1 (S: G) 二 17(S; G) ,

또 이들 同쩔寫像의 合成罵像이 바로 ψ이다 «(3) ， (2) 와 (5) ).

(iii) 수(i) : cjJ-l(Vl)=낌x/i}:;Yj라 하자. 이 혜 핀진11(앙)=δ"， I은 ψ의 定義에

의하여 明白하다.

(i) => (iv) ; G속의 어떤 g츄1과 또 S의 어떤 maximal id않1M에 대하여 (1-

이SEA쩌다. 이혜 (i)에 의하여 1=뀔 진(Yj-q(껴»EM이다. (월 xjYj=l 엄

을 주의하라). 이것은 모순이다.

(iψ=>(i) ; 1츄gεG에 대하여 월깐(1-q)앙 모양의 元들에 대하여 生成된

id않l은 (iv) 에 의하여 S의 모두이다. 이려하여 싫좌(Yj- l1(Yj» =1와 같은 S

에는 Xb X2， …， X"’ Yh Y2, "', Y" 가 있다 X，，+l=-심 xp(Yj) 또 Y삼1=1라 하면

펀 Xjσ(까)=δL。 이다.
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G1과 G2가 G의 單位元을 가지는 G의 염의의 2개의 部分集合이 되게하자- 그←

리고 그것에 대하여 모든 qEGI 또 q'EG2이

월 Xp(Yj) =δ'".1 월 x"’6 ’ (Yi) =0"'.1

되게 하는 XI, X2, "', X'" Yh Y2, "', Yn; x I', X2’,"', Xm' , Yl’ , Y2' , "', Ym'가 S에 았다­

다음에 엄의의 τEGI UG2에 대하여

찢L;Q 1) 좌iX"썩y，，') =0"., I 이다

G= U {I, q} 이니 證明온 完成되었다.
q=#:l

만약 S가 G(S， F)=G를 가지는 F의 正規據大體이 면 ([4J) s는 그것의 ide­

mpotent로셔 다만 0 과 1 플 가저고 또 S는 F위에서 有限헛元의 vector 홍間
。I 다. 주어진 體 F의 모든 據大體는 F-algebra로셔 古典的의미에서 分離的01

기 해문에 S는 群 G률 가지는 F의 Galois據大이 다. 이것은 古典的 Galois理論

이 우리의 Galois 理論에 包含된다는 것을 뜻한다. 위의 定理의 證明에 있어서

S이 群 G률 가진 F의 Galois 據大이고 tr=rftCEJ A,,) EHomF(S, F)라면 tr은 右
<teG

測 S-module로서 HomF(S， F)의 自 由生成元이다. 群 G를 가진 F의 Galois 鍵

大 S는 F위에서 有限的으로 生成되고 사영척이고 faithful아니 S는 하나의 ge-

nerator F-m얘ule ([3J)이고 월 !j(Xj) =1이 되는 X}, X2, "', XnεS와 HOIDF(S,

H) 내에는죄，/2， .••，좌가 存在한다. 그러므로 어떤 CiεS에 대하여 1,=tr (c,-)
이고 !E

1=짐 tr(c,X ,) =tr (침 c，X，) 율 얻는다.

。1것은 c=핑 c，X，이기 때문에 tr(c) = 1이 되는 하나의 元 c가 S에 存在한다는

것을 意味한다. 더욱 群 G즐 가지는 F의 Galois 據大 S에 대하여 만약 T가可

換 F-꾀gebra이고 qEG, tET 그리고 sES에 대하여 (J (t&;;S) =tQ!;>q (S) 에 의하

여 T0FS는 群 G를 가진 T의 Galois 據大이다([5J).

定理 4. S가 群 G를 가진 F의 Galois 據大라 하자. 그러면 dimF(S) (=Rankr
(S» =the order of G (=[G: 1]).

훌훌明 S0pS츠V(S: G)가 됨을 상기하면

(RankF(S»)2=dimF (S0씩) (=RankF(S0FS»

=RankF (V(S: G»

= (G : 1) ·RankF(S) 이다. 그리고 이것은 RankF

(8) =[G: 1]엄을 의미한다.
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補훌훌 5. T가 可換 separable F-꾀gebra가 되게하고 k: T→F가 F-외gebra 華

同形罵顧이 되게하자. 그러면 모든 tE Y.에 대하여 h(t)e=ie이고 또 h(e) =1이

되는 T에는 유일한 idempotent e가 있다. 더욱 h; (i=I，2，"'， n)가 T에서 F애

의 F-algebra 鍵同型寫像이고 그리고 e; (i= 1, 2, "', η)가 對應하는 idem따ent

들이면 e;앙=eiJ서이 다.

靈明. 침 XjYj=1를 가지는 T에 대하여 separability idempotent 짚 좌g굉가 았

고 또 μ (xQ9y)=xy에 대하여 μ : T®FT• 1’ 임을 희 상한다. 하냐의 idempot­

ent의 準同型像은 또한 idempotent임을 주의하자. 이와 같이 하여 多元環覆同

型 h:T→F에 對하여 e=짚 h(Xj)파ET는 퍼empotent이다 tET·에 대하여

te(=10삶) =10t· μ(깊 h(Xj)@Yj)= μ(h31) E XjgyJt

=μ(h'g;l) (양 tx/2)Yj)

그잃 h(tXj)꺼=h(t)월 h(Xj) Yj

二h(t)e 이다.

또한 h(e) =h(낄 hex) 잉)=§ h(강)h (yj) = h(월 XjY)

=h(l) =1 이다.

만약 e'가 모든 tET，에 對하여 te' =h(t)e'를 가지는 또 하냐의 idempotent이고

h(e') =1이면 ee’=h(e)e’=e'=e’e=h(e')e=e 이다‘ 이와 같이하여 e의 유일성이

證明된다. 이제 補題의 둘째部分을 證明하기로 한마. 하냐의 쩍(i， j) (1르i， j

든π)에 대하여 hj(ej)은 F의 한 idempotent이다. 그러므로 hj(e;) =1 혹은 。이

다 hj(e;) =1이면 염의의 tET에 대승}여

hj(t) =hj (t'l) =hj(t) hj (l) =hj(t) hj(e;) =hj(te;)

=hj(h;(t)e;) =h;(t)h/e;) =hj(t) 이고

이와 같이하여 h;=hj이면 j=i, 즉 hj(e;) =O;， j이다. 결국 e,-ej=hj (e;)ej=δ;.}-ej

=ej"δi.i 이 다.

系 6. S가 하나의 可換 separable F←algebra가 되게 하자. 그리고 T가 0 과 1

이외의 idempotent를 가지지 않는 可換 F-a1gebra라 하자. 그러연 S로부터 T애

의 RankF(S)개수만큼의 準同型薦像이 었다. 만약 S가 群 G를가진 F의 Gal여s

鍵大이면 또 g와 f가 S에서 T에의 2개의 多元環響同型寫像이면 g=fa를 가져

는 6가 G에 唯-하게 存在한다. 더욱 S가 그것의 idempotent로서 O와 1 만 가

진다면 S에서 S에의 F-揮同型寫像은 G속의 自己準同뀔德像이다.
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證뼈.F는 體이 니 有限的으로 生威된 separable F-와gebra이 다. 그러묘로 T

잉F8.는 有限的으로 生成된 se:맹raole T-되gebra이 다 ([3J). S에셔 T에의 多

元環準圓型廳鷹σ1， .... ， σR가 았고 xET와 yES에 대하여 h,(xr2)y) =x'σ，(y)가되

는 T@F8'에서 T에의 셔로 다른 F와gebra homomorphism h I. ….hm가 存在한

다. 이려하여 앞의 補題로 부터 모든 ωET@S와 h,(ej) =o' ， j에 대하여 UJe,=hi

(ω')e，를 가지는 直交 idempotent el. ….em이 T0섭속에 있다. 이와같이 하여

h(T@혀)cT츠 T01 이기 해문에 (T@FS)ei=(T01)ei이다. 그리고 (:£01)

e，=()은 (.x0l) hi(e,) =x01=x=0 임을 의미한다. 그러므로 이째 Tε(T@얘)

e， 이다. ei가 直交이나

T0pS르 (T0~)e1EB'"잉(T0FS)e，，;잉(T0F、S) (l-el-"'-em) 르

프뜨;웰'81 (T&J~) (l- el-······-em)
m項

또한 T0FS르T!J).. ·잉T (RankF(S)-項)이기 해문에 m르RankF(S)가 된

다. 이와 같이 S가 群 G를 가지는 Galois 據大이연 [G; 1J=RankF (S)이니 m

르[G: 1J 이 다. 만약 f가 S에서 T에의 F-婆同型寫像이고 f (J=f (σεG)이 연

모든 XES어1 대하여 f«(J (x) -x) =0이고 定理3 은 (J=1엄을 암시한다. 그러므

로 集合 {fO' I O'εG}온 (G: 1]채의 서로 다른 元을 포함한다. 만약 g가 S에서

T애의 또 하나의 F-準圓型罵據이면 gE {fql O'EGl이고 이와 같이하여 g=fO'

언 唯-한 O'EG가 았다.

와의 鍵備段階를 가져고 우리는 다음의 主定理를 證明하려고 한다.

f찰理 7. (主定理)K가 Galois群 G=G(K， F)를 가지는 F의 Galois 據大라 하

자. 그러면 [G: 1J=RankF(K)이고 G의 部分群과F를 가지는 K의 部分環사

이에는

H• K H • S• {O' EGI O' (x) =x for all xεS}

인 1 對 1 對應이 었고 F위에셔 separable이 된다. 만약 對應部分環 sol F의
Galois 擬大이연 部分群 H는 G에서 normal이 다-

盡明. 假定과 定理4에 의하여 [G; lJ=R없UrF(K)는 明白하다. 다음에 對應

H→Kn는 G의 部分群에서 F를 가지는 K의 部分環에 1 對 1 이고 또 F위에

셔 않뺑hie여다. 앞의 記述에 의하여(定理3 에서) 모든 O'EG에 대하여 쉴 좌

O'(yj) =01， 11가 되는 Xl••••• X". Yh .... Y..가 K안에 있다. 이 條件을 使用하면 K는

KH의 Galois 鍵大이고 系 6 에 의하여 H'가 H츄H'인 G의 部分群이면 KH추

KH’이 다. trE HomKH(κKn)흘 t r= L: (J에 의하여 주어진 trace map라 하자
dEB

그퍼연 tree) =1흘 까져는 元 eEK:가 있다. aj=tr(x) 되게 하고 bj=tr (yjC) 그
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그러면려고 e=짚 a/g;bjEKH@FKH 라 하자‘

?:; ajbj = ~ ~- 잘-σ (Xj)7; (Yje) = I; I; (~ xp-jτ (y) O' -I-r (e) =1
-1=1 '=1 U f= H t" ξ=H u r ,

또한 임의의 xεKH에 대하여도 침xxli9Yj=킴 Xj@YjX 이니

(x@I) e=짚 X따59bj =짚 앓앓fxg(핀)Q9-r (yJ-e)

이다.

=ε L; (0'0τ) (E(xxj@Y‘» (lQge)
(f ER "I:E.H j=l

=ζ(ε:.. O' (x) Q9ζ -r (y jC» (l®x)
)=1 O~.t1 "-'=.11

= (l@x) 낄 a/i9bj = (lQ9x)e이 다

이와 같이하여 KH는 F위 에서 separable이 다 K는 群 H를 가지는 KH의 Galois

據大이니 K는 KH의 有限的으로 生成된 據大아 다. 만약 H가 G의 正規部分群。1

면 G/H는 모든 O'HEG/H와 xεKH에 대하여 aH(x) =a(x)에 의하여 KH의 自

己據大同型群으로作用한다. (KH)G/H=F이기 때문에 KH는 Galois群 G/H를

가지는 F의 Galois 據大이다.S가 F를 포항하고 그리고 F위에서의 separable인

K의 部分環이 되게하고 H= la드GI O' (x)=xfor all XES} 라 하자. 그러연 H는

G의 部分群이고 또 S듣KH이다. 0"1, "'， an을 0'1=1을 가지는 G의 H에 의한 서

로 다른 左測 coset의 代表元의 全體라고 하자. hi를 hj(x'i)y) 二xO"j (y) (i= 1,

"', n)에 의하여 定義된 K0FS에서 K에의 K-algebra homomorphism이라 하자.

그러연 K0FS는 separable K-algebra이 고 K는 O와 1 以外의 다른 idempotent

를 가지지 않는다. 이와 같이하여 補題 5 에 의하여 모든 ω든KQ9FS에 대하여 hI

(ω)e1=weI이고 또 hj(ej) =δi，I (i= 1, ...…, n)을 가지는 K@FS안에는 idempotent

el이 았다.

eI=침 k/?)Sj 되게 하라. 그러면 hj (e1) =월 kp;(Sj) =01, j

이고또 휠 kp(Sj) ={5 (IJEH)
(15핫H) 이다.

(-rEH)
(-r앞H)

그리고 aεKF라 하면 이째

결국 우리는 다음과 같은 것을 얻는다.

흙 7: (kj )Sj= {5
(σ-1(1) =1임을 주의). E aCe) 二 I언 cεK.

oεH

a= 2;;:_.σ (a) =~_ ζ σ (kjCa) S‘‘=11 (Jε(; )=1
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=:2:: (:2:: u (k ,-ea) s;) 이다.
i=I <lEG

싫U(kpz)EF그리고당ES， aES 또 S=KH이기때푼에 최종적으로 S률 Galois

據大되게 하고 그리고 S=KH되게 하자. 모든 σEO에 대하여 uHu-1=H와 모

든 nEG에 대하여 u(S)=s는 同植업을 관찰하라. 系 6에 의하여 S에서 K에의

염의의 覆同型寫爆은S의 自己驚同型寫優이다. 이와 같이 하여 모든 (TEG에

대하여 u(S) =8이다.
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