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(解說) 코보되홉 (cobordism) 에 關하여

李 起 安

1. 序 驗

現代數學에서 맑究對象 o 로 登場한 位相空間中 가장 代表的인 것은 cw 複

體(complex)와 多樣體(manifold)라고 말 할 수 있을 것이 며 이 中 多樣體는 各

點의 近佛에 座標롤 導入 할 수 있어서 뽑究에 매우 便利함운 周知의 事寶이

다. 코보되즘論은 微分可能多樣體(differentiable manifold)가 갖는 特徵을 抽象

化하므로써 얻어진 理論이며， 그 싹은 H. Poincare의 論文 “ Analysis Situs,

Journal de I’ Ecole Polytechnique, 1(1895)"속의 同f直關係를 論한 部分에셔 찾

을 수가 있고， 1. S. Pontrjagin 에 이 어 V.A. ROhlin 을 거 쳐 , R. Thorn의

論文 “ Quelques proprietes globales des varietes differentiables, Comn. Math.

Helv. , 28(1954) , pp. 17-86"에서 g훌系化된 學問이 다. 이 뒤률 이 어 J.Milnor

및 R.E. Stong 등의 핍究로 지금온 數學의 各分野에 이 理論을 活用하고 있

는 段階에 이르고 있다.

이 理論이 꾀하고 있는 것은 코보되즘 카혜고리 (cobordism 않tegory)를 適切

히 形成하고 그 對象(object)들을 가장 -般的언 立場에서 類別하는 것이다.

換言하면， 하나의 코보되즘 카태고리를 同植關係로 끊어， 對象률을 類別하고

코보띄즘半群을 만들며， 뺑元을 갖는 것들로 만들어진 코보되즘 群의 性質을

찾는 것이며 그 폼用을 試圖한 것이다.

그런데 χ 次元 (B，f)多樣體들의 코보되즘 群은 하나의 安定호모토펴群

(stable homotopy group)과 同型임이 證明되어 지고(§ 4) , 安定호모도피群윤

-般化펀 (코)-호모로지群(generalized (∞)-homology 핑-oup)의 一例가 되고

(§ 2) , 뿐만 아니라 一般化된 (코)-호모로지 說윤 패라콤팩트(paracompact) 空

間上의 벡터 束(vector bundle)과 束萬像(bundle mapping)들로 된 카테고리를

安定同植關係 (stable equival히lee 떼ation)로 끊어서 얻어 진 K群에셔 훌훌發한 것

이므로， 코보되즘論은 安定호모토피論의 一般化라고 말 할 수도 있다.

이 글에서 가장 重要한 擺念은 法束(normal bundle)이 다 지 금 Mn 을 n 次元徵

分可能(C∞) 多樣體(寶數體 R 上의)라고 하자. 이때 充分히 큰 r 에 對하여 매

장사장(imbedding map) J): Mn-• Rn+r가 존재하여 다음의 可換圖를 얻는다.
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1

T(Mn)--• T(Rn+r) 르Rn+r xRn+r

π ↓ p ↓ π
Mn_--• Rn+r

여기서 T(Mn) 은 Mn上의 接束(tangent bundle)이 다. ν 의 풀백 (pull-back)은

Mn 上의 벡터束

ν*(T(Rn+r»-→·Mn

이며， 이혜 包含寫像(inclusion) T(Mn)(-→ν*(T(Rn+r» 가 있고 이것의 商束

(quotient bundle)

ν* (T(Rn+r» / T(Mn)-• Mn

는 Mn 上의 r 次元 벡터束이 된다. 이것을 法束이라 부르며 그 全空間 (total

space)율 N(Mn)로 表示한다. 같은 要領으로 Rn+r 代身 充分히 큰 次元의 微

分可能多樣體를， ν 代身 밖아넣기 (immersion) 를 取하여 法束을 定義할 수 있다.

法束 N(Mn) 로 돌아가자• Rn+r 의 r 次元 部分空間들로 된 Grassmann 多樣體

흘 Gr . n 로 表示하고， Gr •n 上의 廳훌훌 r*.元 벡터束 (canonical r-dimensional

vector bundle)을

rπr(E(rnr) - • Gr.n)

로 表示하자([2J). mEMn 에서의 N(Mn)의 프아이바(filπe) N(Mn)m는 R·+r

의 n 次元 部分空間 ν*(T(Mn)m)과 直交되는 x 들에 對하여 (m， x)플로 되어

있다. 이 때 이 z 들의 묘두는 Rn+r 의 r 次元 部分호間 Nm를 만들어 준다.

따라서 다음의 可換圖를 얻는다.

N(Mn)-- • E(rnr)
|ω 비 l

(m ,x)-• (N싸， x) i

ITT i
1mm I• Nm m•
Mn • Gr , n

여기서，

limr.r=rr, limGr ’
.=BOr

等으로 놓으연 E(rnr)ζE(rr) ， GNncBOr 를 얻고 法束 N(Mn)의 類別寫據

(classification map)

i( lJ) : Mn-• BOr

(연속함수(map) : Mn-• Gr ,n와 힐含寫像 Gr,n(-• BOr와의 結合)를 얻게 된

다([2J).

다음은 코보덕즘에 관하여 記述할 것이다. 3 角組의 徵分可能多樣體(triad)
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(W; V o, VI)는 컴팩트(compact) η 次元 微分可能多樣體 W와 aW=VoUVI 인

것을 말한다. 여기서 aw는 W의 境界(boundary)를 表示한다. 두개의 3 角組

(W; V O, VI)와 (W' ; V O' , V'I) 및 微分「司相寫像(diffeomorphism)h: V I- • V o'

가 주어지면 새로운 3 角組의 微分可能多樣體(WUhW' ; V O, VI') 를 形成할 수

있다. 이때 WUhW' 는 h 에 의하여 VI 과 Vo' 의 點을 同一視하묘로써 W와

W' 에서 얻어진 多樣體이며 臨界點(critical point)등에 관한 Morse 1뼈數를 利用

하도로써 WUh W' 의 微分可能多樣體의 構造는 W 및 W' 의 그것과 共立 (com.

patible) 임이 증명되어 진다([4J).

두개의 閒 η;次元 微分IjJ能多樣體 Mo 와 MI 을 생각하자 (Mo， MI 은 캠팩트

이 며 aMo=¢>=aMI). M o에 서 M] 에 의 코보되줍은( W ; V 0, V I ; ho, hI)를 말한

바， 이때 (W;VO， VI )는 3 角組이며 hi:Vi - • Mi (i=0，1)은 微分同相寫像

이다. λ10 에서 MI 에의 두개의 코보되즘(W; V o, VI; ho, hl ) , (W'; V o' , VI' ;

ho' , hI')는 만약 Vo 를 V o' 으로 VI 을 VI' 으로 가져가는 微分同相寫像 g: W

-→W'가 존재하며， 圖形

g!V;
Vi - • V/

\ /
/

hi M i hi (i=o,1)

가 可換이면 同f直라고 말한다. t써微分可能多樣體를 對象 (object) 으로 하고，

두개의 閒多樣體사이의 모피즘 (morphism) 으로 이 두개의 I컴多樣體로 形成펀

코보되즘의 同{直類로 取할때 하나의 야테고리를 얻는바， 이것은 펙 興味있는

카테고리인 것이다.

h-코보되즘은 코보되즘 (W; V o, VI; ho， hl )에서 VO, V I 이 모두 W의 變位

러1 트락트 (deformation retract)가 되는 경우의 W를 말한다. h·코보되즘論의 커다

란 수확의 하나는， “h·코보되즘(W; V O, VI)에 있어서 만약 V o, VI 이 單純連結

(simply connected)이 고 次元이 4보다 크면 W와 VOX [0,1] 사이에 微分同

相寫像이 존재하고 V o와 VI 도 微分同相(diffeomorphic)이 다” 인 것이다([4J).

h·코보되즘(W; V o, VI) 에 있어서 V。와 VI 은 h-코볼단트(h.c야ordant) 라고말

하며 , 이 同f直關係를 利用하여 擬코보띄즘 카테고리 (pseudo·cobordism category)

를 形成할 수 있는 것이다.

2. -般化된 (쿄)-호모로지 論

一般化된 코호모로지論은 一般化된 호모로지論의 定義에서 화살표를 反對

로 하으로써 얻어지기 때문에 여기서는 予先 一般化된 호모로지論에 관하여

記할 것아다. 이 一般化된 호모로지論 (가령 特異호모로지멜 l手 (singular

bomoogy functor)의 특징으로 定義된 호모로지)의 7 個의 公理中 7 짧째의 次
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元公理 (dim짧ion 없iom)흘 無屬하묘로써 얻어 진다.

c2플 호모토피 據張性質 (homotopy extension propeπy) (앞으로는 HEP로

略記)를 갖는 位相호間의 組(X， A)와 이들 사이의 쩍흉爆들의 호모토피로 된 각

태고리라고 하고 c*플 基點(뼈se point) 를 갖는 位相호間과 그틀 사이의 寫像

들의 호모토피類로 된 카태고리라 하자. 位相홍間 X를 (X，c/» 로 쓰변 하나의

빼手

(f: C2
- • c*

ψ ψ

(X, A)I-• A=(A ,c/»

가 존재한다• Ah 를 아벨群 (abelian group) 들의 카터1 고리라 하자.

定훌 1 하나의 c2 上에서의 -般化된 효모로지論 H* 는 다음을 만족하는

뼈手의 列 Hn : C2-→Ab와 自然變換(natural transformation)의 列 an: H n- •
Hn-1· (J 를 말한다.

1) 모든 組 (X, A)EC2 에 對하여

......관파n(A)=Hn(A ，c/» 피~Hη(X)」;Hn(X， A)二~Hn-l(A)-→·“·

는 完全列 (exact sequence) 이다. 여기셔 (A， φ)(-→(X，c/>Y주→(X， A).
2) 모든 組 (X， A) εc2 와 射影(projec다on) P: (X, A)-• (X/A , *)에 對하

여
P.

Hn(X,A)-• Hn(X/A,*)

는 同型이다-

注意點은 X/c/>=XU* 이며， X에 새로 뚫加된 點*는基點이며 X/c/>EC2 이다.

똘훌 2 c*上의 -般化된 廣黨(reduced)효모로지 論 f1* 는 다음을 만족하

는 빼手의 列 f1n : C*-• A b와 自然變換의 列 (Jn : f1n- • f1n+1• Z 이 다.

여껴서 E 는 戀畢(suspension)이 다-

1) AζX가 c* 의 對象이고 (X， A)가 HEP 를 가지연 A-→X-→X/A 에샤

얻용

Hn(A)~Hn(X)-→f1n (X/A)

는 完全이다.

2) c*의 모든 對銀 X에 對하여

6π(X) : f1n(X)-• H n+1 (ZX)

는 同型이다.

만약 *EXεc* 에 對하여 Hn(X)=Hn(χ*)라 하면i般化환 호포로지 論

으로 부터 一般化된 훌흉導호모로지論을 얻을 수 있고 遊으로 Hn (χ A)=f1，.

(X/A)라 하면 꿇導호모로지훌움을얻을 수 있다. (詳細한 證明은 [lJ).
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定義 3 스펙트람(spectrum) K는 位相호問의 列 {Xnl 과 寫像의 列 {en ;

ZXn- • Xn +l l 또는 {en; Xn- • QXn+1}, Q 는 루프빽手(l∞p junctor; 플 말한

다.

例 1 (G,η) 型 (G: 群)인 Eilenberg-:\1acLane 파問 K(r:， n)는 cw-파댐으로

써

10, 仁iC Il
πi(K(G， 71)) =)

lG. i=η

인 것을 뜻한다. 이때

K(G ， η)--=QK(G ， η十 1) ([S’, K(G ,η) 그 =[Si 사 ， K(G ， η _ 1) J=[Si ， .Qκ(G ， η...:... 1) J)

이묘로， Xn=K(G , n) 라 하면 스펙트람 K(G)을 얻는다.

例 2 Xη=Sn 라 하자. ~Sn=Sn+l 이 으로 en : ~Sn=Sn cl -• Sn +l 를 힘等寫像

으로 取하여 스펙트람 s 를 얻는다.

例 3 位相파間 X 에 對하여 Xπ=~nX 라하연 en : ~Xn=~nclX一→Xn+l=~

，，+IX를 桓等寫像으로 하여 스펙트당 $X를 얻는다.

例 4 두개의 스펙트람 K={Xn ,x n}, ¥={Y"’ Ynl 가 있을때 O次판像 α :K

-→X는 寫像의 列 {an: Xn- • Ynl로 다음의 可換圖를 만족하는 것이 다.

x.
ZXn- • Xn+l

Za’‘ • Yn •an+l

ZYn- • Yn+1

環스펙트랍(ring spectrum)은 X={Xn， 짜로써 寫燦 a:S-→K와 組寫像

(pairing) m : (K ,K)-• K , ~P 各 P,q 에 對하여

mp,q : Xpl\Xq- • X p+q

인 것으로써 다음을 만족하는 것들을 갖는 것을 말한다c!\ : 스마쉬積 (smash

product)).

圖形

x.AI
(ZXp)I\Xq •• XP+lI\Xq

T \ mp+l ,q
A | 2myq XP+q\

Z(XpI\Xq) -→~(Xp+q) ←→Xp+q수1
I /'

μ • lAx. / m~， q+l
Xp/\ (~Xq) - • Xp1\Xq+1

은可換圖
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a.;\l l;\aq
SP1\14~Xpl\Xq• -xpl\sq

II x •mp,q(-I)PqX •
2PX써 -• Xp+q • -Sql\Xp

를 만족하는 것으로 [mp+ l. q • xp/\1 . A.J=[xp+q • 2mp,qJ= (- I) P[ηlp， q +l • 1/\Xq

· μ]의 意味에서 可換이 다• SP/\Xq=2PXq ， x는 다음의 結合이 다.

ZP-IXq ZP-2X0+1 XHP-l

2p찍-→2P-1Xq+1 - • -→2Xp+q-c←~Xp+q

R 를 單位元이 있는 環이라하면 스펙트람 l). (R)는 環스팩트랍이 된다([5J).

스펙트람에 係數를 둔 一般化된 (코)-호모로지群(앞으로는 單純히 (코)

호묘로지群이라 함)을 定義하자. 두개의 스펙트람 {X:η， Xn} ， {Yn , Yn} 이 • 있을

때 r 次뭘爆 a:K-• X는 다음의 可換圖를 만족하는 寫像의 列 {α :Xn - •
Yn+r} 이다.

1

써

버

·h

a

h

x---vY
자
→
싸
→

짧
니
*
짧

a2

r 寫像 :K-• X 들의 호모토피 類의 集合을 [K,YJr 또는 [K ,YJ-r 둥으로 表

示하기로 하자. 스펙트람 E와 공간의 組 (X， A) 은C2 가 주어졌을 혜 E 上에

係數를 둔 호모로지와 코호모로지를 다음과 같이 定義한다.

Hn(X， A;ε)=[$， (X/A)/\.EJ=πn«X/A)/\E)

=limπn+‘«X/A);\E;)

Hn(X,A;E)=[$(X/A) ,휠n=lim[2i(X/A) ， Ei+1J

여기서 {Hn}, {Hn} 는 앞서 말하였던 (코)-호모로지論의 條件 1) ， 2)를 만족함

의 證明은 容易하다. 任意의 공간 X에 對하여

H*(X; f; )=H*(X,rj>;f;), H*(X; f;) =H*(X, ifJ;f;)
라 놓으면 *εXEC* 에 對하여

H*(X; f; )=H*(X,*;E) , H*(X;ε)=H*(X， *;1};)

을 定義한다- 이들은 §4 에서 使用되어진 호모로지 및 코호모로지이다.

3. 코보틱즘 확테고리

R上의 微分可能 (C∞)多樣體 M1> M2 를 생각하자. 이혜 M1 과 M2의 素合

(disjoint union)을 M1 UM2 로 表示하면 이것은 또한 微分可能多樣體가 흰다-
M1> M2 의 境界를 各各 aM1> aM2 로 表示하연 o(M1 UM2) =aM1 UaM2 이다.
特히 微分可能(C∞〕寫像 (diff，앉-entiable map)f: M1• M2 이 f(aM1) c.oM2 를 만
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족 할때 flaM! 도 微分可能寫像이 되고 flaM1 도 또한 微分可能多樣體가 된

다.

여기서 우리는 카테고리 D 를 定義한다. 그 對象은 컴팩트 微分可能 (C∞)

多樣體 (R 上의)이고 모피즘들은 多樣體들 사이의 微分可能 (C∞)寫優으로 境界

를 境界로 보낸 것 만을 取한다. 이때 D 는 有限合을 가지며，

a:D-• D
ψ ψ

M-• aM

는 加法빼手(additive functor) CaζM1 UM 2) =(}M1 UaM2의 뜻)가 된다. 여기

서 aM=¢도 許容되며，~集合으로 된 多棒體는 D 에서 始對銀(initial ob흉t)

인 것이다. 桓等뼈手 I:D→D 도 앞서의 意味에서 加法뼈手이다.D 의 모피

즘 f:M1• M 2 에 對하여 可換圖

aM1 (-• M 1

fla、

aM2 (-• M2

를 얻기 때문에 包含寫像 i : a→I 는 自然變換이 된다. 뿐만 아니라

Whitney 매장 定理(Whitney imbedding theorem)에 의하면 微分可能多樣體는

어떤 可算次元의 유크렷드 공간의 部分多樣體와 同型이 되므로 D 는 小部分

7'):"511고리 (small subcategory) Do를 가지며 , D 의 各 對象은 Do의 어느 對象

과 同型이 된다. 以上의 性質을 抽象化하여

定義 3 코보되즘 카테고리 (C， a， i)는 다음을 만족함을 말한다.

1) C 는 카테고리이고， 有限合 및 始對趣융 갖는다.

2) a: C• C 는 加法빼手이고 XεC 에 對하여 aax는 始對象이 다.

3) a와 桓等뼈手 I: C• C 에는 自然變換 i : a• I 가 있다.

4) C 는 小部分카테고리 C。을 가지며 C 의 對象은 Co의 어느 對象과 同型

이다.

例 5 CD, a, i) (앞서 記述하였듯이)는코보되즘카테고리의 代表的인 것이다.

例 6 (C ， a， i)를 코보띄즘 카테고리라 하자. 이것으로 부터 새로운 코보되

즘 카테고리를 다음과 같이 形成할 수 있다.

i) B 를 有限合과 始對象을 갖는 카테고리 라 하자 加法뼈手 F:C→B와

B의 對象 X 에 대하여 새로운 카터1 고리 C/X를 만든다. C/X의 對銀은 C
의 對象 C와 fEBCF(C) ， x)로 된 짧 (C，f)이며 모펴즘 'r : (C,f)• (C' ，f')는

rεC(C， C')로써 다음의 可換圖를 만족하는 것이 다.
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F(i)
F(C)--샌(C')

\ /
f 、i ι~ I'

X

ψ 룰 C 의 始對象이 라 하연 唯一의 寫斷 ¢: F(r/» →X가 있고 (9， ψ)는 CjX의

始對龜이다. (C,/), (C'，f’)흘 C/X의 두개의 對象이라하면 C+C' 는 C 의 對

象， F(C+C')=F(C) +F(ε')는 B 에서의 F(C)， F(C')의 合이 된다. 故로

(C,f) + (C'，f')=(C+C'，f+f')는 CjX의 合이 된다. flD CjX 는 有限合을

갖는다. (C，f) εCjX 에 對하여 'O (C,f) = (OC,f • FUc))되게 定義하연 (ic:

oc→c)可換圖

F(ic)
F(OC)--• F(C)

\ /
I·F(ic) \~ ,/ I

X
로부터 包含寫爆 ic : (j (C，f)=(i)C，f·F(ic))→ (C，f)를 얻게된다. 故로 (C/X,

c, t)는 코보되즘 카터1고리이다. 여기서 t : (j→I 는 z<c,!)=i(C) : oc• C 이다.

(삼) S 률 小카헤고려 (8m허1 category) 라 하자. 카테고리 FeS， C)는 對象으로

뼈手 F:S→C 률 取하며， 모피즘으로는 빼手사이의 自然變換을 取한다.C 始

뽑龜￠ 에 對하여 훤等빼手(∞nstant functor)

0:8 - • C
ψ 띠

S 1-→￠

는 F(S, C) 의 始對龜이 된다. F(S， C)의 두개의 對象 F， G 에 對하여 (F十

G) (8) =F(8) +G(S)로 定義하면 F(S， C)는 有限合을 가지며，

'0: F(S,C)-• F(S,C)
ψ 띠

F 1-• i) ·F

되게 定義하고 A:F-G에 對하여 (j(A)=i)(A) :(j .p• (j ·G, i: a• I 률

iF: i) .p• F, iF(s):aF(8) • F(S)

로 定義하면 (F(S , C) , (j，i)는 코보되즘 각테고리가 된다.

뼈 7 (B， f)-多樣體의 코보되줌랴테고리 이 코보띄즘카헤고리는 §4에서

便用할 것이다.

定義 4 位相호間 Br 에 훨하여 프아이료레이촌(fibration) In: B n• BOn를

챙각하자， 패라컴팩트 位相호間X上의 R 次元 벡터 束 흥 (E(~)→X) (R 上의)

가 類別屬慶 g:X• BOn 을 갖는다면， 흥 上의 (Bn,fn) 構遺(structure) 는 다옴

의 可換團룰 만족하는 옳像 a의 호모도피顆를 말한다.
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71
B"

휴 a / •I"
x -• BO"

R 上의 R 次元 微分可能(C∞) 多樣體 M" 의 法束(§ 1)에 對한 (Bn/r)構造써r

關하여 다음의 主張이 었다.

命題 1 充分히 큰 r 에 對하여 두개의 매장薦慶 111> ν2 :Mn→Rn+r 를 생각하

자. 이것들에 대한 類別薦像을 各各 i(III) , i(1I2) (§ 1) 라 하변， 이들로써 얻

어진 Mn 上의 두개의 法束上의 (Bn/r)構造사이에는 1-1 對應이 었다.

이 命題의 證明은 圖形

Br

i(ν1) /’ ‘\ i(1I2)
~ I~·~

/ i(v\) ↓ιr i (V2)'~ \

Mn ----’ BOr ~_.- λ1n

에서 〔낀1I1)J (긴V";)의 호모토피 類)와 [젠강)J 사이에 1-1 대응이 었다는 것

을 밝히는것인바， 이것은 r 가充分히 크기 때문에 매장 사장1I10 1l2: Mn→Rn+r

사이 에 正則호모토펴 (regular homotopy) (H: Mn xl• Rn+r는 H( , t):Mn•

Rn+r 가 밖아· 넣기이며 H( , t)*: T(Mn)→T(Rn+r)가 ν1* ， 112* : T(Mn) • T

(R，，+r)의 호모토펴)가 있고 이 호모토피로 부터 i(ν1) ， i( 1I2) 사이의 호모로피가

諸導되고 Ir: Br→BOr 의 호모토피引上性質(homotopy 1표ting property)에 의하

여 곧 證明되어 진다.

定義 5 표아이브레흔 Ir: Br→BOr 의 列 (B.!)는 다음의 可換圖를 만족하

는 사상 gr: Br→Br+ 1 들의 列과 (Br.!r)의 列을 合한 것을 말한다.

g.

Br - ’ Br +1

￡↓ •Ir+l

BOr - ’ BOr+1

여기서 ir는 通常的 包含寫像이다. Mn 의 Rn+r 에의 法束上의 (B"까)構造는

Rn+.• Rn+r+1 을 通하여 唯一의 (B.+1o /.+1 )構造가 定義되어 진다. (B,f)가주

어졌을 때 Mn 上의 (B.!) 構造는 Mn 의 法束上의 (Bn/r) 構造의 列의 同f直

類를 말한다. 여 기 서 同fI훌類라 함은 充分허 큰 r 에 對하여 (Br .!.) 構造가 一

致됨을 말한다.

(B， f)多樣體는 多樣體 Mn과 Mn 上의 (B，/)構造를 合하여 말한다.

R 上의 ω 次元 微分可能 (C∞)多樣體 Wψ와 이것의 部分多樣體 M'"로써 包

含寫像 Mm→wψ 에 의한 法束 (Mm 上의)가 N(Mm)르Mm xRw-m인 것이라

고 쟁각하자. 이 경우 Wψ 上의 (B，/)構造는 Urn上의 (B，/)構造를 유도한다.
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솔義 6 (B，f)多樣體틀의 코보띄증 카례고려는 對짧으로 (B，f)構造흘 갖는

커팩트 徵分可龍多樣體플 가지며， 모펴좀으로는 境界를 保存하는 微分可能

의 매창 罵像으로써 이것의 法束이 자명 (tri떠al)하고， 이 寫爆으로 유도되는

(B，f)構뽑가 變域多樣體(domain man표'old)上의 (B，I)構造와 一敎된 것만을

갖는다. 뼈手블 a (이 카례고리에셔)는 (B,f) 多樣體 W률.(B，f)構造를 갖는

多樣體 oW로 보내며 (이 때 oW上의 法東은 自明。1 지만， 內法自明性 (inner

normal trivialization)을 갖는다)‘ 모펴측을 oW上의 制限(쨌triction)으로 보댄

다. 自然變換 i 는 內똥自明性을 갖는 境界의 包춤罵像인 것이다. 우리는이 카

팩1고리를 (C(B,.f), 0, i)로 쓸 것이다. 以上의 說明으로 (C(B，f)， o， i)는 코보

꾀측 카헤고리이다.

]:;J上의 記週로 코보되즘 각테고리의 擺念을 把握하였을 것이다. 코보띄즘각

돼고리에 同11휠關係폴 도엽하여 코보띄즘半群을 形威하커로 하자.

몇훌훌 7 (C， o， i)흘 코보되즘 카돼고려라 하자.C 의 두개의 對銀 X， Y 에

짧하여， 만약 C 의 對餐 U， V 차 존채하여셔 X+oU와 Y+oV가 C 의 對짧으

효써 同型이면 X와 Y는 코불단트(coho버ant) 라고 한다. 여기서 “+"논 C속

혜 定義되어져 있는 合이다. 이 정우 우리는 X，，-， y로 表示한다. 그리고 “프”

는 C 의 對象틀의 同型을 表示하거로 한다.

입훌훌훌 2 위 를g廳등올 使用하면

i) "-'는 同 t直關係이다. ii) X"-'Y => oX르OY iii) X르C ()X"-'¢J (t/J 는 뼈對

銀) iv) x ",X'. y", y' => X+ Y",X·’+Y’.
용훌明 X",X 몇 X'" Y => y"，X는 自明. X'"Y. Y""Z 이연 ， X+oU프 Y+oV，

Y+oW르Z+oT이고 이것온 X+o(U+W)르X+oU+oW츠Y+oV+oW르Z+

oT+oV르Z+o(T+V)이다• X""y는 X+oU르 Y+oV 률 뜻하며 兩邊에 a 롤

作用하여 oX르oX+tfi프oX+ooU프oY+ooV르oY+tfi르oY률 얻는다-

oifJ르@ 엄에 留意활 n헤 oz+Oif>츠t/J+oX롤 얻는다• X"'X' , Yrvy’로 부려 X

+oU츠X'+oU’ ， Y+oV르 Y'+oV’ 훌 얻고， 따라셔X+Y+oCU+V)르X'+Y'+

o(U’+V’)가 유도되어셔 X+Y......，X'+Y·’이다.

定훌훌 8 閒多樣홉훌는 境界가 호集合안 것(캠팩트인 조건을 &i、要로 활 혜가 었

다)올 말한다. 이것에 類似하게 任憲의 코보되즘 랴혜고리 (C， o， i)의 對象률

에 閒 (closed)와 반드(bund)의 擺念을 다음과 갈이 定義한다.0 의 對覆X는

OX7} 始對鍵 얼때 閒라고 말하며 XrvifJ 일혜 반드라고 한다.

옮題 3 외의 記號흘 使用하여 :

i) X가 閒이고 YrvX이면 Y도 閔이다. 피) X， Y가 閒이면 X+Y도 閒이

다. iii) X가 반드이연 X는 閒이다. iv) X, Y가 반드이면 X+Y도 반드이다
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v) X가 반드이고 y"，X이연 Y도 반드이다.

證明 i)은 납)의 特珠한 경우이다. X， y가 閒이면 a(x+ y)르ax+ay르¢+q，

르￠이다.x가 반드이면 x"'q, 곧 x+au르¢+iW 이다. 兩邊에 a 를 fi=用하여

ax르￠ 이 다. iv) ， v)도 거 이 自 明，

위 命題로 우리는 다음을 얄 수 있다.C 의 閒對龜들의 同f直類들은 集合이

되고 Co 는 小카헤고리 이기 때문에 ) C 의 合算을 이 集合에 도입하연 閒가

되 고， 結合 및 可換律을 만족하며 單位元 (unit)으로 반드對象의 同障類를 가짐

을 알수 있다.

定훌 9 코보되즘각테고리 (C， 0, i)의 코보되즘半群은 C 의 閒對象들의 同f直

類로 된 集合으로 C~의 合算을 合算으로 갖는 것을 말한다. 이것은 Q(C, a, i)

로 表示되며， D(C， a， i)가 半群임은 위記述로 分明하다.

例 5 의 코보되즘카례고리(D， a， i)의 Q(D, 0, i)는 其寶 群이 되며 閒多樣體들

의 2률 法으로 한 同境類(unori앉lted cobordism class)플로 펀 Thom의 코보되

즘群 η* 과 同型염을 얄 수 있다([5J). 例 6 의 (i)에서 (C， a， i)代身에 (D, a,

i)를 取하면 코보되즘 카대고려 (D/x， a，t)를 얻는다. 이혜 Q(D/a， i)는 群이

되며， Atiyah 가 처음 形成하였둔 2훌 法으로 한 보틱줌 群(unoriented bor퍼sm

group) η*(x)와 同一하다([5J).

例 7 에셔 形成하였든 (BJ)多樣體의 코보되즘 카테고리 (C (BJ) , 0, i)의 코

보되즘半群을 Q(BJ)로 表示하면 다음이 成立한다.

定훨 1 D(B，!)는 아벨群(abelian 맑'Oup)이 다.

E쫓明 M" 을 閔多樣훌훌라 하고 充分히 큰 r 에 對하여 1 ν :M’→Rπ+r 는 매장

사상이라 하자. 이 해 그렴에서

i(v) /O Br

기4)/ •L
M" .....-.-...,> BOr

간v)는 i(ν)의 Br 에의 引上寫像(l표ting map)이다. 이 경우 ν+!: M"x[• R"+r

xR=R"+r+1 는 M"x!의 매장사상(imbedding)이며 ， M"x!의 法束은 r 次元

벡터束이다• M"x!에서 M" 에외 射影과 i(v) 및 긴v)와의 結合은 M"x!의

類別廳爆 및 Br 에의 引上사상을 各各 定義하여 준다. 이것에 의한 M"x!의

法束上의 (B，!)構造는 M"xO上에셔 M" 의 그것과 同一하며, M"xl 에 따른

內法束(inner normal bundle)上의 (BJ)構造률 준다. 이 構造下에셔 M"xMπ

Xl프o(M"x I)임을 알고， 따라셔 M"+M" x 1"'16 이다. 따라셔 Q(BJ)上에서

M"x1 의 (B，f)構造는 M" 上의 (BJ)構造의 遊이 된다. 곧 D(BJ)는 群이며，

Mm+Ww르 WW+M"’는 Q(BJ)가 아벨群임을 보여 준다.
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호모토피論에셔는 相對호모로펴 (relative homotopy) 를 定義하여 호모토피 完全

列을 유도하므로써 이 理論의 華麗함을 보여 준다. 코보띄 즘論은 흐모토피 論

의 購大이므로 相對코보띄즘 半群을 定義활 수 있으며 호모로피 完全列에 類

似한 完全列을 만들 수 었다( §4).

定義 10 相對묘보되즘半활 S 는 有限合을 가지 며， 對象들의 !司型類의 모임

이 集合인 카례고리라하자 S 의 對象의 組(X， X')와 (Y, Y' )는 S 內에 A 가 있

어 X+Y'+A츠 Y+X'+A 을 만족하는 경우 同{直라 하며， 對象들의 同型類의

集合을 이 同f直關係로 끊으면 Grothendieck 群 K(S) (代數的 K 理論에서 나

오는)를 얻는다. !1D(X, X/), (Y, Y')EK(5)에 對하여 (X , X') + (Y, yl)=(X+

Y， X'+Y' )이고 (X， X')의 훨元은 (X' , X)이며， 單位元은(X， X) 인 것이다.

XeS)가 아벨群엄은 곧 알 수 었다.

두개의 코보되즘 카태고리 (C , a, i) , (C' ， a' ， i' )를 생각하자. 이때 K(C) 및

K(Cce)통이 定義펀다. 여기서 K(Cc.)는 C 의 閔對象플의 同型類로 만들어 진

Grothendieck 群이 다. 지금 加훨的빼手 F:C• C' (F(CI +C2) =F(CI ) +F(C2)

라는 돗에서)와 自然變換 t : a'F→Fa 는 自然同i直(natumal equivalence)로써 모

든 A르C 에 대하여 다음 可換圖를 만촉한마고 하자.

t(A)
O'F(A) ---• F(aA)

\ ~ /
i' FeA) '" ,/ F(iA)

~A)

카헤고려 P 툴 다음과 찰이 만든다 P의 對象온 (X, Y.f)이며 XEC' , Y，εC

그리고 !:a’X-→FY는 C'에셔의 同型罵慶이다• (X, Y.f), (X' , Y' .f') εP

사이의 모피즘은 «({J，¢) 로써 다음 可換圖를 만족시키는 것이다.

f
a'x - • FY

gφ ↓ f' •F¢
o'X' - • FY’,

그리고 (X, Y,f)+(X' , Y'.f')=(X+X’ , Y+Y’ , 1+1')이므로 P는 有限合을

가지며， 小카테고리 Po(X르Co' ， YECo)가 존재한다. (P 의 對象은 Po 의 어

떤 對象과 同型이다)

®= {«X, Y.f), (X' , Y'.I'» εPxPIY르 Y'}

를 定義하고 5 에 同{直關係즐 다음과 같이 도입한다. 두개의 5의 元 (x , x') ,

(y， y') 에 對하여 만약 μEP가 x+μ츠y+μ， x' +ι르y'+μ 되게 존재하연 (x ,

x') , (y， y')는 同備라 하고 (x, x')"'-'(y, y')로 쓰자. 이때 ®/"'-'는 아벨群을 만

든다. 우리는 이 경우
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f3: K(C’e.)-• @Sf'"
ψ ψ

(X, X')-• «X,¢J, j) , (X',¢J, j'»

를 가진다. 여거서 @는 C 의 始對象 j，j'는 始對짧들 사이의 唯一의 同型寫像

이다. 만약에 다음의 揮同型寫爆의 結合

::J a
K(C'씨~@Sfrv-→K(C'e.) f {a'*K(C') +F*K(Ce.)}

이 K(C'e.)의 商選同型罵緣(quotient homo.)이 되게 a 가 존재한다연 相對 코

보되즘半群을 定義할 수 있다 : (X, Y,f), (Y' , X' ,f')EP에 同{直關係~를도업

하자. α«X+FU， Y+GU, l+tU) , (X'+FU' , Y'+GU'，I' +tU'»=O 을 만족

하는 U, U' 가 C 에 존재하는 경우 (X, Y,f)rv(X' , Y' ,f')라 하자 a 는 群灌同型

寫慶이므로 r、J는 同f直관계엄이 容易하게 證明되어 진다. 이때

PIrv=D(F,t,a)

롤 相對코보되즙半群이라말한다. 다음과 같은 準同型屬爆들。1 었다.

o : D(F, t ,α)→D(C， 0, i) , F*:D(C, G, i)• D(C' , 0' , i') , i:D(C' , 0' , i')• D(F, t, a)
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

(X, Y,f) :• Y Y' 1-• FY X 1-• (X,if>, j)

特히 다음의 三角圖形에셔 Oi=iF*=F*o=O임을 알 수 있다.

F.
D(C, o,i)--• D(C’,()', i')

K\ /

8\ ,/i
D(F, t ,a)

4. 쿄보되줌짧
패라컴팩트호間 X上의 Y켰元 벡터束을 흥라하고 그 類別寫據을 ν0: X-•

BOr 라 하자. 이때 普遍束(universal bundle) r 에 대하여 li*o(E(rr» 르E(흥)

(벡터 束으로써 동형)이다 E(r)의 各點은 (Nr， x)로 윷示되껴 지고 Nr 는 R
∞

의 r-平面(r-plane)이며 xεNr 이므로 (!!P x 의 좌표는 r개의 밟分 또는 이보

다 작은 개수의 成分을 除外하고 모두 。이다) E(흥)의 任意의 두點사이의 內

積이 定義되어 지며， 따라서 리만距雖(Rie뼈nni.an metric) 가 定義되어 진다- 故

로 E(흥)의 元인 벡터들에는 걸이가 定義되어 진 셈이다. 홍의 Thom 空間 T~

는 흥의 벡터의 킬이가 1 또는 1보다 큰 것들을 1麗∞에 축소(c배apsing)하

묘료써 얻어 진 공간이다. 두 패라컵팩트 공간 사이의 사상 g:Y-→X가 있

고 Y上의 r 次元벡터 束 η 에 對한 類別屬爆 Vη=lie· g: Y-→Bar 이연 (즉 η

츠3*흥) Tg: T:η-→T흥로， g 로 부터 Thorn공간 사이의 사상 Tg을 얻을 수

있다.

一般的얀 包含寫爆 jr : BOr-→Bar+1 은 Bar 上의 (r+l)次元 벡터束 jr*
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(rr+!) (rr 과 直線束(line vector bundle과의 Whitney合과 同型)을 유도하며, 이

때 이 것과 BOr上의 r 次元 벡 터束 r' 의 Thorn 공간사이에는 同型關係 Tjr:

.ETrr르 Tjr*(rr+l)가 成立된다. 故로 프아브레이손 fr: Br-→BOr 로부터 유도

흰 벡터束 fr*(rr)의 Thorn 공간을 TBr(=1χ*(rr» 로 表示할 때 다음의 可

換圖를 얻는다.

Tgr

ZTBr--• TBr+1

2앙r• η，.~ •T까+1
ZTBOr--• TBOr+l

(gr 에 대하여서는 §3 의 例 7 을 보라. )

Q(B，f)는 아벨群 (定理 1)이다. 이것의 部分群 Q，， (B，f)로 (B,f) 構造를

갖는 閒 π 失元多樣뿔들의 同f直類의 集合으로 取하연 ;

定理 2 Qn(B，f)와 파nlI"+r(TB，， ∞)는 同型이다. (여기서
-->

r

[8n+r, TBrJ-• [8n+rt-l, 2TBrJ-• [8’+r+1, TBr+1]
ψ ψ ψ

hr I-~ Zhr 1--• Tgr ·2hr

이묘로 1뼈hr=······2Tgr+l • ZTgr . 2hr 을 얻는다. 꺼論 limBn+r (TB" ∞)는

아벨 群이며， 故로 Qn(B，f)도 아벨群이 되며 Q(B，f)의 部分群이다. )

證明의 擺要만을 記하기로 한다. 予先 揮同型寫爆

8: Qn(B,f)-• lim lIn+r(TB" ∞)
--•

률 定義하자. n 次元 (B，f)多樣題 M’는 QEQn(B，f)률 代表한 것으로 생각하고

Mn 上에 (B，f)構造즐 주는 引上罵爆i(v)를 갖는 장매사상 v: Mn-→Rn+r 라 하

자. 이 경우의 Mn 의 法束의 全호間 N(M’)는 Rn+rxRn+r 의 部分호間이라 생

각 할 수 있고 縮閒寫像(eγolution 뾰p)

e : Rn+r x Rn+r_• Rn+r
ψ ψ

(a,b)I--• a+b

아래 N(Mn)는 徵分可能하게 *훌爆되어 지며 ， Mn=Mn xOcN(Mπ)에는 매장

사상 ν와 一致한다. 따라셔 充分히 작은 e 에 對하여 벡터의 걸이가 E 보다 작은

N(Mn)의 元들로 된 部分호間 M은 eIN(Mn)에 의하여 Rn+r 속으로 매장이 된

다. Sn+r=Rn+r U∞ 라 할 수 있기 때운에 N.c:.Rn-tr이묘로， 사상 C: 8n+r- •

χIaN. 을 aN.上 및 N. 의 밖에 있는 Rn+ru∞ 의 모든點을 한 點으로 축소시키

므로써 定義한다. 그리고 다음의 薦爆을 定義한다.
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e-1 : N.loN.-• TN(M")
ψ ψ

[a]l--• [(l/e)aJ

類別옳爆 i( l) : M"-• BOr 에 對하여 다음의 可換圖를 想起하자.
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故로 T (i(I)*) x (i(I) . π) : TN(M")-• TBr 를 얻고 O,=T(i(I)* x (i(ν) . π)

• e-1 • C: (S，，+r， ∞)-→(TB"∞)을 얻는다 이해

8: Q,,(B,f)-• lim17n· r( TB" ∞)
ψ τ→ ω

(1-----• (limOr )

로 定義한다.8는 群同型屬優염융 羅明하여야 하지만 省略한다([5J). 코보되

즘 群 Qn(B，f)사이에 完全列이 있음올 잘펴보기로 하차. 다음 可換圖에서

gT
/---'Br - • Br+l--\

/ Cr ' ~ I hr +1 \ ~Ir ( '"'r • leT • +1 I/r+l

\ dr-￥:+1 )
hr• jT •dr+1 /

、 BOr - • BOr+l'/

i) Ir 와 dr 는 프아이브레이혼(fibrela삼on)이고 ii) gr' kr 는 프아야바(fibre)릎 保

存하는 魔顧이며 iii) (B,!) 構遭는 {hr } 에 의하여 (C, d) 構造를 유도한다고

하자. 이빼 빼手 h: (C(B，f)， o， i)-→(C(C， d) ， o， i)를 유도한다. (n+l) 렸元

多樣體 .A1"+1은 (C,d) 多樓體로써 ， oM"+1 上에는 (B,f) 구조가 주어져 었고，

이것의 h 에 의한 (C， d)구조는 寶初의 M，，+1 上의 (C， d)구조흘 oM"+I 에 없1m

한 것과 一췄한다고 假定하자(매장사상 I): M，，+1-냉，，+I+r 을 생각하고 다음

의 도형을 보라).
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//3rhr
/A /'C

//;앙↓4
OM"+lC-• M"+I-• BO

(8: 호포도피를 除外하고 可換， ©: 可換)， 여기서 f: oM"+I-→h(oM"+l)를

取하연 [(M,,+l, oM,,+1,f)JEP/rv( §3)임 을 알게 되 어 곧 [(M,,+l, oMn+l,f )JE

a(h,t， α)로 相對코보되즘半群의 元을 얻는다(§3). oM"十1 는 η 次元多樣體이

고 매장사상 oM"+l-• R"+r의 據張。1 매장사상 v: M"+l-→R"十rx 며， ∞)ζR

n+r+l 인 것이다.fJ의 정의 )j法과 거의 同一하게 다음의 同型寫像을 만들수있

다([5J).

e:a"+l(h , t， α)-→1뼈0n+1+r(TC.. TBr， ∞)
~

直極限(버rect limit)는 完全性(exactness)을 保存함에 留意、하고 다음의 可換圖

률보라.

h. i...-• an+1 (B,f)-• Dn+1 (C,d)-•

e"+1 • en+1 •
•.•• limO"+r+1 (TBr,∞)→limO,,+1+r(TCr,d)-•

a
Dn+1 (h,t,a)-굉~(B，f)-→ ...

e"+1• &•
limOn+1+r(TCr, TBr,∞)→limO"+r(TBr,∞)-→…

따라서 코보되즘群 D(B,f), D(C, d) 몇 相對코보되즘群 D(h, t， α) 사이에는克

全列이 존재함을 알게 된다.

gr: Br-→Br+1 흘 갖는 프아이브레이손 fr: Br-→BOr 의 列 (B，f)가 주어

지면 Tgr : ZTBr- • TBr+1 인 사상이 있었다. 따라서 Thom 스펙트람 쟁{T

Br, Tgr}를 얻는다. 특히 꾀r: ZTBO,-• TBOr+1는 同型이 기 때문에 1쩡〕

= {TBO" Tjr}도 스펙트람이 되고 깐:쟁→찍P는 스펙트람 사이의 사상이

펀다.

定義 11 環 스팩트람 A가 추어 졌을혜 스팩트람寫像 U: 쟁→A는 Thom
類라고 일컴는다.

(B，f)多樣體 M"는 매장寫優 aM"→R"+r-l 의 通常的據大(us없1 exteηsion)인

v:Mn• R ,,+r-l X [0, IJ=Hn+rcRn+r를 매장 寫像으로 갖는다고 하자. 이 때
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引上寫像(lifting map) i(v) :M"+l• Br는 T(£(v)*) : TN(Mπ)→TBr 를 유도한

다. 01\1" 上의 法束의 全호間을 NlM")'로 表示하연

A
N(M")-• N(M") x N(M") •• M"xTN(M")-• ( M"/aM")1\TN(M")

로부터

ψ 1I\T，i(ν) .J
S" t-r-• TN(M")/T(N(M") ’)-• (M"/aM")1\TN(M")-•

11\U,
-• (M"/aM") I\TBr- • (M"/aM") I\A r

를 얻는다. 여기 서 4 는 對角寫像(diagonal map) ψ 는 앞서의 寫像들의 結合

으로부터 얻어 진 것이며 ， c 는 8 의 定義에서 使用했던 寫像이다- 그런더l 둘째

줄의 寫鐵들의 結合은 H，，+r«(M"/aM")/\Ar)의 元을 代表하는 屬像이기 때문

에 r→∞로써 하나의 호모로지類 다{"， aM"JεH，，(M'‘， aM" ; 4) (§ 2)를 定義

하여 준다. [M"， aM"J는 (M"， aM")의 基本類(fundamental class)라고 일컴는

다. 만약 oM"=¢이연 [M"JEH,, (M" ; 건)와 같이 쓰고 M" 의 基本類라고 부

른다. 이 경우 境界作用素(boundary operation)

a: Rπ(M"， oM" ;건)-→H"-l(oMπ ; 4)
ψ ψ

[M" ,aM"J 1------• [aM"J

가 存在한다([5J).

定훌훌 12 gr: Br• Br+1 을 갖는 프아이브레이손(fibration) 자 : Br• BOr의 列

(B，J)에 對하여 B=!iTr\ {Br,gr} (direct limit)라 놓자. (B，f)束의 係數률 A 에

둔 普遍持性類(univ였al charact앙istic class)는 하나의 코호모로지類zεH*(B;

4)률 말한다. 혜라정팩트 공간 X上의 r 핏元 빽태束 흥는 引上寫爆(lifting

map)νf: X• B.. 에 의하여 (Br，fr)구조롤 갖는다고 챙각하자. 이때

I}. gr
X-• Br - • B

에 대하여 xC흥)=~감 • 홍，.* (x) εH*(X; 4)롤 얻고， x(홍)폴 (Pr，fr)束 흥 의 x

特性類(x-character양:tic class)라고 말한다. M"온 (B,f)多廳짧로써 引上寫爆

다);) : M’• B r을 갖는다고 하자. 이때 M" 의 x-法特性類 (x-normal ch앙act{;

ristic class)는 다음과 같이 定義된 코호모지類 x(M")이다.

x(M")=i(v)* . 홍r*(x)EH*(M"; 4)

特히 M’이 閒 (B，f)多樣體이면 xEHP(B; 4)에 ‘對하여 M" 의 x-特性數

(x-character파tic number) x[M"J 는 다음과 같이 定義되어 진 HP-"(pt ; 4)의 코

호모로지類이다. 지금 x(M") εHP(M"; 4)는 x: 장(M"/¢J) →Ap+i 에 의하여

[M"]εH，，(M"; 4)는 μ : S"+r→(M"/φ)I\Ar 에 의하여 代表되어 진다고 하연
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x[M,J=<x(M") , [M"J>εHP-"(pt ; 4)는 다음의 寫像들의 結合으로 代表되

어진 코호모로지 類이 다.

Ziμ XJ\ l mp+ i"
S，，+d’-→장 (M"!¢) I\Ar-→AP+iI\Ar←~Ap+ i+ r'

여기서 mp+; ， r 은 §2 의 環스펙트람의 定義에서 使用하였던 寫餘이다-

定理 3 閔 (B，J)多樣體 M" 과 ;τεHP(B; 4)에 對하여 M’의 x-特性數는

M" 의 (B，J)코보되즙類에 의하여 決定된냐.

證明 x-特性數는 加法的 (x[M1+M2J=x[M1J+x[M2J)이기 때문에 M=a

W인 M에 對하여 x[M]=O임을 증명하여야 한다. 包含寫像 i: M(-→W에

대하여 x(M) =i*x( W)이므로

<x(M) ,[M]>=<i*x(W) , a[W, aWJ>=<oi*x(W) , [w, awJ>.

여기서 δ 는 코호모로지 完全列

HP(W; 4)一→HP(aW=M;건)一→HP+l (W， aw; 4)

에서 온 것이므로 0;*=0 아며， 故로 δ;*x(W)=O이고 x[M] =0 이다.

위 x-特性數를 利用하여 우리는

Q"(B,J)@HP(B ; 4)•• H ,, (B; 4)@HP(B ; 4)

-• HP- ’ (pt ; 4)
((8) x (8)R)인 寫像을 얻기 때문에 와(B，J)→H，， (B; 건)인 寫像이 定義되어 진

다.
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