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VOLTERRA 積分方程式의 解의 存在性에 關하여

I. 序 言

李 *활 雨

Volterra젠환分方웠式의 :F-f!論fl~없{究에 1#;1한 中心nn않는 그方程式의 짧總解의

{{在와 P佳-性에 l써한 定理이 다. 이定理는 P?j펴 相反定理와 R轉의 操fF으로씨

證明된다 [1].

近來에 Romano M. De Santis [2J는 正射影f'f用g상:와 1f界線形flff검素도시

Hilbert 호間에서 -般fL펀 Volterra 원分方원式의 解가 nlt.-히 {{在하는 것에

!隔한 쏘:本定理를 確立하였다.

本論文은 複素 Banach 호댐 L p 에 있 어 서 Volterra 作用素와 Resolvent 核과

의 1#점係에서 Volterra 方원式의 解가 njf:-히 :(/在하논 몇가지 젤本定理를 얻고

자한다.

앞우로 複素 Banach 강間 Lp 에서 R iL i17H象하는 配置集合을 F(Lp)로서 정J

現하고 짧續평。1 라는 用 lifi플 簡單허 記號 CI 로서 나타내키로 한다.

II. L p 型의 Volterra 作用素

複素 Banach호間 Lp 上에서 k(x, y) 가 yζx 에 N해서 p-可微分때數이 ..i!..

y>:τ 에 對해서 零일때 積分作用素 K:

K: ψ (x)→폈(x， y)rp(y)dy (0딩y';:x깐~) (1)

플 Volterra 作用素라한다. Volterra 作用素 K의 norm 는
( ('T:-rx 기 ) lip

llKll = {|。 」l 。 lk(x, 씨 PdyJdxJ . (2)

로서 定義하고 IIKII드M<∞ 일때 作用素 K 는 Lp에 서 참界fir用素라 한다. 두

개의 Volterra 作用素를

K 1 : ψ (x)→딴1 (:1:, y)~， (y)ψ， K2: ψ (x)→딴2 (:1', y) ψ (y)dy

이 략할때 積分核 k1과 kL!::의 制限下에서 作用素 K 1과 K 2 와의 合成을

K 1K 2 : ~'(:l:)→딴1*k2 (x ， y) <p (y)dy (3)
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로定義하고 여기서

k1*k2(x, y) = l-k1 (x, z)k2(z, y)dz (4)
vy

이다. Volterra作用素의 合成은 作用素의 合成으로서 이루어지지 않고 孩호間

과 合成 k1*k2로서 이루어진다 [3J.

(4)에 依하면 세개의 核 1t1• k2 및 1t3 에 對해서 結合律， 즉

(lt1*lt2) *lt3=k1* (k2*k3) =k1*k2*k3

이成立되고 따라서

k!'=It*k*···············채 (n 개의 因子) (5)

엄을 알수있다.

合成 Volterra 作用素의 norm는 (2)와 (5)에 依해서 L=Kn 일때

IILlI =IIKn ll드IIKII" (6)

염을 알수 있다.

<命題 1> 核 kCτ， y)가 分解核 즉 k(x, y)=g(x)h(y) 일때 Volterra 作用素

K는

K: ψ (x)→g(x)댄ωψωdy (7)

야고 K의 合成作用素 Km 는

Km: ψ(x)→'5:Jtm (x， 씨φ(y)dy 어)

로서 定義되며 여기서

α(x， y) = rg(z)h(z)dζ 상 (x， y) =g(x)h(y) a상，끼m-l (9)
Jyb'-J'~\.-J--' no "~--'J/ 6'-"/'~\J/ (m-I)!

아다.

(증명 ) k(x, y) =g(x)h(y)이고 (3)과 (4)에 依하여

￥ (x, y) =k※k(x， y)=f k(x, z)k(z, y)dz

=g(x)h(y)뚫(z)h(z)dz

=g(x)h(y)a(x, y)

이 다. 數學的歸納法으로서m-1일때 成立假定하고 m 일때를 증명하연

F ‘(x, y) =k*Jtm-l(X, y) = I k(x, z) Jtm-l(Z, y)dz
vy

=fjg(찌h(z)않(z)hωα(z， y)m-2/ (m-2) !Jdz

=g(x)h핵[α(z， 씨 m-2/(m굉 !Jg(z)h써&

그런데 (9)에 依하면 8α(z， y) /oz=g (z)h (z) 이므로



이고 따라서

V이teπa 覆分方程式의 解의 存:B:t生예 關하여

E[똥짧텀Jg(z)h(z)dz=~찮3{tj1 ]델

짧뿔1 慧원f=짧經f

31

P ‘ (x, y) =g(x)h (Y)a(x, y)m-Ij (m-l)!
故로 요든 自然數 m 얘 對해 成立한다.

Volterra作用素 K의 積分核 k(x, Y) 가 다옴 네가지 條件을 滿足할혜 作用素

K률 Lp 型의 Volterra 作用素라 하자. 즉 ++-!-=1 일예
P'q

A]:k(x, y) 가 [0, T]에셔 p-可積分빼數이고 y>x 일해 k(x, y) =0 이다.

B]:[O, T그의 거의 모든 z 에 對해서 k(x, y)가 y의 뼈數일혜 k(x， Y) εLp[O， T]

CJ:[O, T]이 거의 모든 y 에 對혜서 k(x, y)가 z 의 빼數일때 k(x, y) ELp [0, T그
이다.

DJ:아래것들은 모두 有限이다.

S; fS: Ik(x, y) \qdy} P;qdx<oo, f {s~Ik(x, y) \qdyf' -dx<∞， | { 。 lk(s, y) l*dx}q dy<∞ (10)

上述한 定養와 옮題에 依해셔 아래와 같은 L p型의 Volterra 作用素에 對한 命

題를 얻을 수 있다.

<命題 2> Volterra 作用素 K 가 L p型이 면， 그合成作用素 Km 도 L p型이고

"'" "TG(x) =J~lk(x， y) \qdy, H (Y) = L Ik(x, y) IPd.~ (OSx::::T) (11)

α(z， y)=EG(z)*생Z (O<y드X드T) (12)

이라 할때 m능2 에 對해셔

1싼 (x， y) \<G(X)l/qH(y)씨 ~/(~， Y2~:-·111P (13)l 짜-2)!--'!

이다.

(중명 ) k2 (x,y) 에 對해서 Holder 不等式을 便用하연

lκ (x， y)!잖Ik(x， z) Ilk(z, y) Idz

드{S:lk(x， z) I뻐z}1/qklk(z ， y) i씩 lip

("" lIla ("T Ill/>
<Wlk(x, z)lqdzf -n Ik(z,y)IPdz} -

=G(x)싸H(y)1IP

(10)에 依해서 F은 Lp 型이므로 따라셔 K2도 Lp 型이다.

數學的購納法으로m一1 일해 成立함을 假定하고 m 일혜 (13)을 증명하면
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{&m(z, y) {=f;lk(x, z) i lKIt-l(z, y) ldx

드iS: 1내k(x，깡썩，껴셔z성)qd썩싼 1iq했iS: 1km까 1써(z， y)Pd썩z상r

=콰1r함z치내|내k(썼(xε깡，껴져z성씨)jq.써d값zrqHXG앓(z)PIγq앤H(y) 띄쩍江fd&써z~’y
、JO ) \Jy tm-;:5)! )

Ip fex α (z-y) 꺼→3 ~/_.\.blaJ_.1=G(X) 1iqH(y)l 시 u; \""-y까←G(z)Plqd싹
lJ y (m-3) 1 ~ ,-/ --J

(12)에 依하여 aα (.z， y)/oz=G(.z)Plq 이므로

J:{--~;원벨}G(z)P짧=α (z， y)m-2/(m ←2)! ! •

\m-3)1
{ α (x， y)m-2 α (y， y)m-2
T상=장r →I상=장Iα(x， y) η.-2/ (m-2) t

따략서

jk꺼 (x， y)j드G(x) JlqH(y) 1IP[α (x， y)m-2/(ηt-2)!]1iP

이다.

여기서 G(x) 1iq<∞， H(y) 1iP<∞ 이고 [α (x， y)m-2/ (m-2) !]l/P은 쉽限이므로

K 가 Lp 型이연 Km 도_ Lp 型이다.

III. 解의 存在에 關한 훌理

第 2種의 Volterra 積分方政式 ;

ψ (x) =f(x)十황(x， y)ψ (y)dy (0드y<x드T) (14)

에서 이方程式의 Resolvent核 RK(X, y)는

RK(X, y) =εF(z, y) (l5)

로 이루어진다 [1]. 方程式 (14)를 Volterra 作用素 KEF(Lp)로서 表現하면

(14)의 解 ψ 는

ψ= (l -K)-lf

이다.

(14)의 解가 存在한다는것은

Neumann- 級數가 收束 ¢=수 (l-K) 의 CI 가 存在

이므로 命題2 의 結果로서 다음 定理를 얻을수 있다‘

<定理1> Volterra作用素 K 가 L p 型이면 任意의 m>α (x， y) 에 對해서 方

方程式 (14)는 唯→한 解를 갖는다.

(증명 ) (13)과 (15)에 依하면
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IRK (ι y)j르숭 Ik"'(x， y) I 드G(X) l/qH(y)JIP효 「 α(~， y)낀-~YP
JI ~111_ (m 一1) !

이고 이곳에 比較判定法을 適用시키면 ff.意의 ηz>α(.r， y) 에 對해서

{ 쁘~x， y)m/낌 ~n-I rp ={ α (x, y) } l/P/
α (x , y)m-J/(m-1)! J l m 、

따라셔 Resolvent 에 對한 Neumann 級數는 收東하고 -;ril&式 (14)의 解가 n佳­

허 存걷E한다는 것은 Resolvent ~이 rFfE하는것에 지나치 않으므로 m>α (x， y)

에 對해서 nft-한 解를 갖는다.

〈系〉 만일에 J~G(z)P1qdz<1 이면 Lp '0.間 [:에서 까用素 (1 → K) 가 CI 플

갖는다.

(중명) Iα(z， y)1=EG(z)P/qdz<1Fm ， 따라서 定理에 依해셔 I값한다

<定理 2> G(T)<l 이띤 Lp 헬問上에서 作用素 (1- -K)가 CI 흘 갖는다.

(증명) \lK，ψ\1=염쐐 11K，ψll=:3백 ·박PTlK￠ (1);

피§HPl o탤Tf; 1&(째 p(y) IdJ’

總Ilk (T， y) ψ (y) Idy

?5§맨 {(1 Ik(T， y)!갱yrq(J~1 ψ (y)1쐐

=(frlk(r y) 1qdy)1/q=G?)1/q

그런데 作用素CI-K)가 Cl를 갖커 위한 充分한 條件은 ρ(K)<l 이므로 [4J
[5]. G(T) <1 이변 ρ (K)s\l K\I<;'G(T)<l 이고 따라셔 作用素 (l-K)는 CI

를갖는다.
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