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UNE NOTE SUR LA CONVERGENCE DES SEMI-GROUPES DES
OPERATEURS DANS LES ESPACES DE BANACH

Par Ki Sik Ha

§ 1. Introduction.

Soit X un espace de Banach réel muni de la norme || ||. Nous supposons un

opérateur A dans X dont le domaine D(A) et 'ensemble de valeurs R(A) sont

contenus dans X.
Dans ce travail, quand un opérateur générateur A est donné a l'avance, nous nous

occuperons de I'existence de la suite {4,} des opérateurs générateurs, convergente
vers A et de lexistence de la suite {T,(?):?¢{=0} des semi-groupes contmnus

des opérateurs des contractions, engendrés par A pour #=1, 2, -, conver-

gente vers le semi-groupe continu {7°(¢) : 120} des opérateurs des contractions,
engendré par 4, uniformément pour ¢ & [0, T1.
Nous considérons le cas oi A est linéaire dans §2 et le cas ol A est non-linéaire

dans §3.

§2. Le cas ou A est linéaire,

On appelle dissipatif un 0pératéur A dans X satisfaisant a la condition
(1) (AT = A)x||=Alx]] pour tout x&D(A) et 2>0.

En outre, on appelle m-dissipatif un opérateur A dans X si A est dissipatif et
R(AI—A)=X pour tout A>0.

Théoréme de Hille-Yosida. Pour que A soit I'opérateur générateur d’un semi-
groupe continu {Z'(¢) ; {0} des opérateurs linéaires des contractions sur X, il faut
et il suffit que soit vérifié I’ensemble des conditions suivantess:

1) D(A) est un ensemble dense dans X:
1) A est m-dissipatif.

Soit X, un espace de Banach et soit P, une application linéaire de X sur X,

pour #=1, 2---, telle qu’il existe N un nombre entier positif, satisfaisant a la

condition
(2) |Pxll =lx|l pour tout z=N.
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On dit qu’wne suite {x,}, ou x,&X,6, converge vers x&X si
lx,, — P, xll—0 pour n—oo,
et qu'une suite {4 } des opérateurs dans X, pour z=1, 2, -, converge vers un

opérateur A dans X si
|4 P x—P Ax|—0 pour n—oo et x&D(A4).

R n
Soit A m—dissipatif avec le domaine dense dans X et soit {7°(¢) ; 0} un semi-

groupe continu des opérateurs linéaires des contractions sur X, engendré par A. Nous
prenons une suite {4,} des nombres réels tels que 4,>0 pour #=1, 2, -+ et 4, —

o pour #—oo,
Nous défmissons 4, dans X, par

(3) AP x=P (LRQA)-ADx
pour x € X olt R(A) est la résolvante de 4, c'est-a-dire R(AD)=AI-4)"". On a
donc D(A,)=X, pour n=1, 2, -,
LEMME 2.1. A, est m-dissipatif pour n>N.

DEMONSTRATION. Pour x& X et 2>>0, on a
(4) I(AI-A)P x|

=[P x—P (A"R(A )~ Dzl
>A+2)IP x|~ 2.1P,R Hl.

D’apres (1) et (2), on obtient
1P, RQ)x =IR@ x| < Il =— 1P 2l

pour #=>N. De (4), nous avons ~
(5) [(AT—A )P x||=A|P x|
pour x&X, A>0 et #>N.

Soit 2 €& X et nous définissons une application K . de X en lui-méme pour z=
i, 2, par

2
(6) K P x= 2_]1_ T P z+- Zi’i;—P,,R(Z,,)x
pour x & X et A>0. Alors nous obtenons
(7 K, P,x,—K,Pyl
2

=1, 1PRA)x~PRQ )
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pour x, y& X. Daprés (1) et (2), on a
IP R(A)x—P,R(AyI=I|P, R(Rn) (x—3)

=[|R(4 )(x—y)H< Hx-—yll

=-}TIP (x—)ll= 2 P x—Pyl

pour #=>N. De (7), nous avons

A
— < n —
IK,P,x~K,PyI<—— T |P,x— Pyl

A

n

pour #>N. Puisque TIa <1, K, est 'application de contraction stricte pour
> 7

#>N. En vertu du Théoréme de point fixé, 1l existe P x E-Xﬂ tel que K, P x
=P x pour #z=N. Pour tel P x&X, , d'aprés (6) on obtient

22
/‘L+2

1
P =757

duquel nous obtenons
P z2=APx— Pn(Fl:R (A )—4,Dx,
=AP x—A P x=(AI—A)DPx
ER(AI-A4A).

-P_R(A )z,

P z+

Par conséquent, on a

(8) R(AI—-A)=X pour A>0 et » >N,
D’apres (5) et (8), A4, est m-dissipatif pour n=>N. |
- En vertu du Théoréme de Hille-Yosida et Lemme 2.1, A, est I'opérateur

n

générateur de quelque semi-groupe continu {7, (¢) : £=>0} des opérateurs linéaires

des contractions sur X pour nz>N.
LEMME 2.2. Nous avons
D M4 =4
i) UM 7 (D=T() uniformément pour t € [0, T1.

DEMONSTRATION. 1) Pour z& D(A4) on a -
I1P, (A, R(A)z—2)|[=lA,R(A,)z—z]l

< R(A,) Azl <514z
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pour #=>N, duquel nous obtenons
9) IP,(A,R(A,)z—2)|[—0 pour n—oo.
D'aprés (2), (9) et D(A)=X, pour tout yE X
(10) |P, (A, R(A)y—3)||—0 pour n—co,

Pour x&D(A4), d’aprés (10) on obtient
(11 |A,P x—P Ax|

— |1Pﬂ(2i}a(2n) —-A,Dx—P Axll
=||P, (A, R(A,)Ax— Ax)||—0 pour n—oo,

ii) Nous mettons R, (4)=(AI —Aﬂ)_l pour A>0.
Pour x&€X, en vertu de R(AI—A)=X pour A>0, il existe y&D(A) tel que z=:
(AI—-A)y et y=R(A)x. Nous avons donc
IR, (AP x—P R(A)xl|=|R (1) Px—Pyl
=R n(Z)an—R,,(Z) (AT - APyl

<~-IIP x—(AI-A4)P |

=—=-|\P (AT—A)y— (AT~ AP,y

=3 IP, Ay~ APy

D’apres (11), on a n
IR ()P, x—P,R(A)x|—0 pour n—oo,

duquel, pour # le nombre entier positif fixé, nous obtenons
(12) IR (2)"P x—P,R(A)"x|—0 pour n—oo.

Pour x & X nous avons.
1P, T(x—T ()P, xl

<IIP,(T®Ox—T-R(-Z-)"0)

+I1PF R( —’f—)mx—%fen(-’f—)mf'nxll

2R, ()" p sz =T, (OP 4.

En vertu de la représentation du semi-groupe continu {7'(¢) ; =0} des opérateurs:
linéaires sur X, avec son opérateur générateur A; pour xE X

T()x= 1im _@*R(_m_)mx .

m—oo [ A
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uniformément pour {& [0, T, pour £>0, il existe un nombre m, fixé suffisamment
grand pour que

(13) 12,(TOr——2R(—2) ™)

m My \
— 0 0 €
=||T({)x- - R(-————-—t ) xl| <=~

pour =N et &[0, T], et
 m My \

(14) |2 R, (%) OP,a~T, (0Pl <-£-
pour z=>N et ¢t €[0, T]. Daprés (12), pour >0, il existe un nombre entier
positif M tel que

my f Mo\ M Mo \™0 5

s 2 () o (%) <

pour n=>M et ¢t & [0,T]. Nous posons z,=max(M, N). Alors d’apres (13), (1{4}

et (15), on obtient

|P,T®x—T ()P, <e

pour n=>n, et t&[0, 71. Par conséquent, nous avons

im 7 o =T7()

H—OQ N

uniformément pour /&[0, T1. En vertu du Lemme 2.1 et Lemme 2.2 nous
obtenons

THEOREME 2.3. Soit A est m-dissipatif avec le domaine dense dans X. Il existe
donc une suite {A,} des opérateurs m-dissipatifs avec D(A,)=X, pour n=1,2--,
telle que

D Im g —4;

n—00 N
11) :EELTn(D=T(D uniformément pour 1[0, T),
ou {T (1) ; 1=0} et {T'(¢) : t=0} sont les semi-groupes continus des opérateurs des

contractions sur X et X, engendrés par A, et A respectivement.

REMARQUE. Soit X=X, et P,=I pour tout #=1, 2, --. Alors N=1 et Théoreme
2.3 devient le résultat sur la convergence forte des opérateurs dans X.

§3. Le cas od A est non-linéaire.

On dit que I'opérateur A est dans la classe oz(w), w=0 sl pour tout x, yeD(A)
et 0<Aw<1,
(16) | |(x+2A4x) — (p+AADI=A - Aw) |l x—yll.
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Nous appelons accretif 'opérateur A si A est dans la classe ¢z(0), et m-accretif
'opérateur A si A est accretif et R(J+AA4)=X pour tout A>0.

Dans cette section nous utiliserons les trois théorémes suivants dans les travaux
3] et [4].

THEOREME A. Soit A€ ot(w), w=>0 avec R(I+AA)DcoD(A)Y pour 0<Aw<1/2.
Alors il existe le semi-groupe continu {T(¢) : t20} des opérateurs sur D(A) avec

ITOx—TOy<e” |z~ pour %, y & D(A).

On dit qu'un tel semi-groupe {T(¢) ;: =0} est engendré par A, ou que A est
I'opérateur générateur du semi-groupe {T°(%) : {=0}.

THEOREME B. Soit A€ ov(w), 0<w<a avec R(UI+AA)DcoD(A) pour 0<dw<
1/2 et soit A € o(w,), 0<w,<a avec R(I+AA ) DcoD( A pour 0<Aw,<1/2 et

n=1, 2,--,5¢ D(A)CD‘(AH) pour n=1, 2, ---, et ?;:lim J3 x=Jx pour x & coD(A),

—r O

ou J, , =U —l—ZAn)"l et J,=({0 —l—ZA)'"l pour quelque A, alors pour tout x & D(A)
UMy ey T x uniformément pour t < 10, T, o {T () : 20} et {T(@): =0}

H-=200 7

sont les semi-groupes engendrés par A, et A respectivement.

THEOREME C. Soit le dual X* de X uniformément convexe et soit A, et A clos
et m-accretifs dans X avec D(A,)=D(A) pour n=1, 2, ---. S¢ pour x € D(4) lim
P ==y OO

T (x=T()x uniformément pour t < [0, T] et st lim A x existe pour x € D(A),

n—rOO

o {T (t):t=>0} et {T(2): (=0} sont les semi-groupes des opérateurs des con-

tractions engendrés par A et A respectivement, alors im 4 y— Ay pour x € D(A4).

n—oQ 2

Soit A clos et m-accretif avec D(A)=X. Pour tout €>0 nous prenons 20>0 tel

que
(17) Ao<e/2l| Ax|| pour x € X.

Nous posons A4, = 2122 (I=J; ). En vertu de R(ZJ+AA)=X pour A>0, on a D(4,)
0*n

=X pour n=1, 2, -,
LEMME 3.1. A, est clos et m~accretif pour n=1, 2, +-.

DEMONSTRATION. Pour #z, y € X, nous avons

(18) IT+2AA ) x—(T+AA )yl
A A
=1I(1+ T )= -~ el
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~ (14 _A
> (1435 sl = I =T
=z =yl
Soit 2&X. Nous définissons I'application K, de X en lui-méme pour #=1, 2, -~ par

(19) K x=

pour 2 & X. Pour x, y € X on obtient

& x— Kyl
a1 A7 1 A
=i a2 e ) (1+2;2—z+ 14220 )1
2—-—2 2—2

1

1_]_2_2 ”]2 x_]xﬂyugl_l_nl__z“”x_y”-

. —2 —2 « e . .
Puisque /'l# / (1 —HL’: )<1, K est I'application de contraction stricte pour #=1,

2, ---. En vertu du Théoréme de point fixé, il existe x € X tel que Kﬂx-:x, pour
n=1, 2, ---. D’apreés (19), nous obtenons
| ~2
g=—2t 21 o J. x
1+4° 2

duquel on a
z=(1 -I—Z—z)x—;{_z];{ x=x+7t_2(x-—]2 x)
. n 7 An 1 n
=x+A0d,x € R(I+A04,).
Nous avons donc R(I+A40A,)=X pour »=1, 2, ---, Par conséquent on obtient
(200  R{UI+AA)=X pour tout A>0 et n=1, 2, -~
Soit une suite {x, } dans X convergente vers ¥ € X et une Suite {A,%,} convergente
vers y & X. Alors nous obtenons
1A x—yI<lAx—A4x,I+]A,x,—l
1

<L Qu—z I +1], =T, 2, D+IA %, ~3
202:: ” n

<2 x—zx 4%, —y]—0
O n

pour m—oo et n=1, 2, ---, duquel A x=y pour n=1l, 2,' s, Par chséquent avec
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(18) et (20) A, est clos et m-accretif pour z=1, 2, ...

THEOREME 3.2, Soit le dual X de X* uniformément convexe et $oit [’ opérateur
A clos et m-accretif aves D(A)=X. Alorsil existe une suite {A } des opérateurs

clos et m-accretifs avec D(A )=X pour n=1, 2, - telle que pour x € X, limA X

H—OO R

— Ax ot M7 (B)x=T(Dx uniformément pour t € [0, T, ou {T (¢) ; {=0} et {T()

H—oo N

: 1>>0} sont les semi-groupes des opéraiteurs des comtractions sur X, engendrés par
A, et A yvespectivement.

DEMONSTRATION. Pour x&€ X on a
”]1.,, 2 ¥ —floxllf_”f;% n? —fgn_ ,,(I'I"ZOA,Z)];QG-%’”
<llx— (I-I—ZOA,,)JREJJ I<<Ilx =], %l -l-ZOHAnf;{Dx[I

1
=[x =T 2l + 2| =T DT

1
4

1
A

<Al Ax [+ —ll AT, 21 <Al Azl +—— 1Al

Pour £>0, il existe #,>0 tel que pour #>#, —— Azl <e/2. Avec (17), pour #>

"

n, et x € X, nous avons [|J; ,x—J, zll<e. En vertu du Theoréeme B, pour x € X,
lim (H)x =T ()x uniformément pour ¢ € [0, T]. Pour s &€ X

R 1A x—A, xl |
1 uy L ] S 1 —
'—” 2013 (I flan 2 an (I ]}lm)x”

1 (1 1
<l —7,,)%1 2N =T3,)4)

1/(1 1 | '
<—-(5+-) 14xl-0 pour n, m—co,

0 n m

Donc {4 x} est la suite de Cauchy dans X et il existe la limite lim 4, pour

Rn—00 N

¥ € X. En vertu du Théoréme C, 1M 4 4= Ay pour ¥ € X. Par conséquent avec

n—Co0 RN

le Lemme 3.1 le Théoreme est ainsi démontré.

Université de Busan
Corée
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