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UNE NOTE SUR LA CONVERGENCE DES SEMI-GROUPES DES 
OPERATEURS DANS LES ESPACES DE BANACH 

Par Ki Sik Ha 

~ 1. Introduction. 

Soit X un espace de Banach réel muni de la norme /1 /1. Nous supposons un 

opérateur A dans X dont le domaine D(A) et 1’ ensemble de valeurs R(A) sont 

contenus dans X. 
Dans ce travail , quand un opérateur générateur A est donné à 1’ avance, nous nqus 

occuperons de 1’existence de la suite {An} des opérateurs générateurs, convergente 

vers A et de 1’existence de la suite {T,/t): t르O} des semi-groupes continus 

des opérateurs des contractions, engendrés par An pour n= 1, 2, "', conver­

gente vers le semi-groupe continu {T(t): t르O} des opérateurs des contractions, 
engendré par A, uniformément pour t ε [0, T]. 

Nous considérons le cas où A est linéaire dans ~ 2 et le cas où A est non-linéaire 

dans ~ 3. 

~ 2. Le cas où A est linéaire. 

On appelle dissipatif un opérateur A dans X satisfaisant à la condition 

(1) /1 (ÀI - A)x/l늘λIlx /l pour tout xεD(A) et ii>o. 
En outre, on appelle m-dissipatif un opérateur A dans X si A est dissipatif et 

R (ÀI - A) = X pour tout ii> O • 

Théorème de Hille-Y osida. Pour que A soit 1’ opérateur générateur d’ un semi­

groupe continu {T(t) : t늘O} des opérateurs linéaires des contractions sur X , il faut 

et il suffit que soit vérifié 1’ ensemble des conditions suivantes: 

i) D(A) est un ensemble dense dans X: 
ii) A est m-dissipatif. 

Soit Xη un espace de Banach et soit P끼 une application linéaire de X sur X n, 

pour n=l, 2 … , telle qu'il existe N un nombre entier positif, satisfaisant à la 

condition 
(2) /1 Pnx 11 =/lxll pour tout n르N. 
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On dit qu’w.ne suite {Xn}, OÙ XnEXn, converge vers XεX si 

Ilxn - P"xll • o pour n→∞， 

‘ 

et qu'une su.ite {An} des opérateurs dans X n pour n=l , 2, …, converge vers un 

opérateur A dans X si 

IIA"Pnx-PnAx II • o pour 12→∞ et xεD(A). 

Soit A m-dissipatif a vec le domaine dense dans X et soit {T(t) : t르O} un semi­

groupe continu des opérateurs 1inéaires des contractions sur X , engendré par A. Nous 

prenons une suite {λn} des nombres réels tels que λn>O pour n=l , 2, … et λn→ 

∞ pour n→∞. 
Nous définissons An dans X n par 

(3) . Aß_x=P.o..:R(λ )-λ l)x n n ft' n 

pour x E X où R(λ) est la résolvante de A, c' est-à-dire Ro..) = (λ1 _A)-l. On a 
donc D(An)=Xn pour n=l, 2, .... 

LEMME 2. 1. An est m-dissipatif poμrn는N. 

DÉMONSTRATION. Pour x ε X et λ>0， on a 

(4) 11 (λI-An)Pnxll 

=1내P”x-Pn(잭R(λn) -씬)xll 
늘(λ+λn) 11간xlI-잭IIP댄〔λn)xIl· 

D’ après (1) et (2), on obtient 

pour n르N. 

(5) 

11감R(λ”)xll = 뼈n)Xl| 드릎!|X|I =tllPtXl| 

De (4), nous avons 

II(λ1 -An)Pnx lI 르λIIP ~II 

pour xεX， λ>0 et κ르N. 

Soit z ε X et nous définissons une application Kn de X n en lui-même pour n= 
1, 2 , ... par 

1 λ2 
(6) KøPøx= ., ~.， Pøz+ ., .으I PnR(Àn)x 

n λ+Àn 
pour X ε X et λ> O. Alors nous obtenons 

(7) IIK.κPnxn-KnPnyll 

λg 
= ;/;;I.IIPnR(À)x-PnR(Àn)yll 
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pour x, y ε x. D’ après (1) et (2) , on a 

I/ PnRO.n)x-PnR(λ)yll = IIP nR(λn)(X-y) I/ 

=IIR(신) (x-y) 11드illx-yll 

=t때x-y) 1I =할l간x-P꾀11 

pour n르N. De (7) , nous avons 

IIKnPnx-KnPnYII<과n， IIPnx-PnYII - A +À.
n 

x 

t 
, 

n 
pour n르N. Puisque "거- <1, Kn est 1’application de contraction stricte pour 

n는N. En vertu du Théorème de point fixé, il existe p_x ε X “ tel que K~P찌 n n ... n n 
=Pnx pour n르N. Pour tel P nxεXn’ d’aprés (6) on obtient 

‘ λ 
2 

Pxx=님간PnZ+ A펴;PnR(λn)x， 

<luquel nous obtenons 

p”z=λ칸x-ζCA첼(A신 -XnI)x, 

=APnx-AnPnx=CAI -AJP ~ 

εRCAI-An). 

Par conséquent, on a 

(8) R(AI - An) =X pour λ>0 et n 는N. 

D’après (5) et (8) , An est 11l-dissipatif pour n>N. 

En vertu du Théorème de Hille-Y osida et Lemme 2. 1, An est 1’op§ratel1r 

générateur de quelque semi-groupe continu {T /t) : t늘O} des opérateurs linéaires 

des contractions sur X pour χ>N. 

LEMME 2. 2. N ous avons 

i) 꾀많A”=A: 
i) jffg Tt(t) =T(t) tmtformd%%t PM t e [0, T] • 

DÉMONSTRATION. i) Pour Z ε D(A) on a 

IIPnCAnR(An)Z-Z) II = I/ AnRCAn)z-zll 

드때n)Azl/드illAzll 
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pour n르N， duquel nous obtenons 

(9) IIPn(λnR(Àn)z-z) 1I -0 pour n→∞. 

D’ après (2) , (9) et 15잖)=X， pour tout yEX 

(10) IIP n(ÀnR(λn)y-y) 11→o pour n→∞. 

Pour xED(A) , 
(11) 

체
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=IIPn(λnR(λn)Ax-Ax) 11→o pour n→∞. 

ii) Nous mettons Rn(λ)=(itI -An)-l pour .1>0. 
Pour xεX， en vertu de R(itI - A) =X pour λ> 0, il ex.iste yEDCA) tel que x-­

(ii.I-A)y et y=R(λ)x. Nous avons donc 

IIRnCÀ)Pnx- PnR(it )xll = 11 Rn(À) Pnx- P"Y II 

= !!Rn(λ)P”x-Rn(λ)(λI-An)Pnyll 

드츄I/P nX - CitI - An)P깅11 

= 츄l|Pn(λI-A)y-CÀI-An)P싸1/ 

=꽃IIP，1광 
D’ après (11) , on a 

1IRnCλ)Pnx-PnRCλ)x l/→o pour n→∞， 

duquel, pour m le nombre entier positif fixé, nous obtenons 

(12) llRn(λ)mp”x-P”R〔λ)mxll• o pour n→∞. 

Pour x E X nous avons 

IIP nT(t)x-T ,,(t)P nxll 

드I/P nCT(t)x-쭈R(캉~t x)11 

+IIP，i쁨R(2깐rx-죠R..l엠’?’P_xll \ t I - t ~'n\ t J 

+1/몫R”(똥) 쩌pnx-TηCt)Pnx 1. 

En vertu de la représentation du semi-groupe contÏnu {T (t) ; t르O} des opérateurs: 

linéaires sur X , avec son opérateur générateur A; pour x ε X 

T (t)x= lim n; R(꺾m 
m→∞ t \t 
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uniformément pour tε [0, Tl , pour e> 0, il existe un nombre mo fixé suffisamment 

grand pour que 

(13) 
11ι、 I ηZn ‘ ’” 

IIP n~T(t)x- τιRt걱~) …'x) 11 

ηZ^ I m" 、 η1，、 , 
=IIT(t)x- .u Rl / ) vxll<놓 

pour n르N et tE [0, Tl , et 

(14) 
ηZn I mn 、m‘ ‘ 

11 / Rn~ / -) uPnX-Tn(t)Pnxll <충 

pour n는N et t ε [0, 

positif M tel que 

Tl. D’ après (12), pour e>O, il existe un nombre entier 

(15) 션뜨R("딱1*ox-쭉 

pour n는M et t ε [0, Tl. Nous posons no=max(M, 

et (15), on obtient 

IIP nT(t)x-T n(t)P nxll <e 

ηzO l On .. !’ ./ e 
t I - n""" , 3 

N). Alors d’ après (13), 

pour n는no et tε [0, Tl. Par conséquent, nous avons 

￡핏!oT n(t) =T(t) 

(14) 

unifonnément pour tE [0, Tl. En vertu du Lemme 2. 1 et Lemme 2.2 nous 
obtenons 

THÉORÈME 2.3. Soit A est m-dissipaNf avec le doma싫e dense dans X. Il existe 

donc μne suite {An} des opérateurs m-dissφaNfs avec D(An)=Xn poμr %=1, 2---, 
telle qμe 

i) J많A”=A ; 
ii) J많Tη(t)=T(t) μniformément pour tε [0, TJ. 

où {Tn(t) : t르아 et {T (t) : t르O} sont les sαni-groupes continus des opéra짧rs des 

contractions sμr X n et X , engendrés par An et A res，엉ecNvemerit. 

REMARQUE. Soit X=Xn et Pn=I pOlπ tout n= 1, 2, .... Alors N = 1 et Théorème 

2.3 devient le résultat sur la convergence forte des opérateurs dans X. 

~ 3. Le cas oú A est non-linéaire. 

On dit que 1’ opérateur A est dans la classe α(ω) ， ω르o si pour tout x. yεD(A) 

et 0<2ω<1， 

(16) 11 (x+ÀAx) - (y+ÀAy) lI~즈 (l-Àω) lI i-yll. 
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Nous appelons accretif 1’opérateur A si A est dans la classe ot(O) , et m-accretif 

l’opérateur A si A est accretif et R (1 +λA)=X pour tout À>O. 

Dans cette section nous utiliserons les trois théorèmes suivants dans les travaux 

[3] et [4]. 

THÉORÈME A. Sozï A ε α(씨， ω르o avec R(1+ÀA)그c고D(A) poμrO<Àω<1/2. 

A10rs il existe le semi-gro째e continu {T(t): t르O} des opérateurs sur D(A) avec 

IIT(t)x-T(t)yll드e띠I lI x-yl/ poμγ x, y ε D(A). 

On dit qu'un tel semi-groupe {T(t) : t르O} est engendré par A, ou que A est 

l ’opérateur générateur du semi-groupe {T(t): t늘O}. 

THÉORÈME B. Sozï A ε α(ω) ， 0드ω드a avec R (1 +ÀA)그강E잖i poμr 0<λω< 

1/2 et soit An E α(ωn)' 0드ωn드α aνec R(1+λAn)그강π꾀 pour 0<λωn<1/2 et 

n=1, 2, "', Si Dα〔때A쩌)C야Dα〔μ와때An쩨t씨따)얘) poχurn쩌=과1 ， 2,’ •• ;냉， e찌eαt j짧f프많f앓& fLAhh,nFt 

oωi JA, n =(I+λAη)-1 et h= (1 +λA) -1 poμr quelque λ， alors pour tout x E D(A) 

j많T /t) x T (t)x uniformément pour t E [0, T] , où {T n(t) : t르O} et {T(t): t므O} 
sont les seηzi핑roμrpes e.κ>gendrés par Aη et A respectivement. 

THÉORÈME C. Soit le dual X* de X uniformément convexe et soz't An et A clos 

et m-accretifs dans X aνec D(An)=D(A) pour n=1, 2, …. Si pour x εE잖) lim 
n 10。

T ,.(t)x=T(t) x μniformément ψoμr t e [0, T] et si j많 A잠 existe pour x E D(A) , 

où {Tn(t) : t르O} et {T(t) : t늘O} sont les semz'-groμrpes des opéγateμγs des con­

tractions engendrés parAn et A re챙ectiue%%t， alO7s j많Anx=Ax poμrx ε D(A). 

Soit A clos et m-accretif avec D(A)=X. Pour tout e>O nous prenons Ào>O tel 

que 

(17) Ào <e/21/ Ax 11 pour x ε X. 

Nous posons An=관τ(1-패. En vertu de R (1 +λA)=X pour λ> 0, on a D(An) 
O“ n 

=X pour n= 1, 2, .... 

LEMME 3. 1. An est clos et m-accretif pour n=l, 2, ...• 

DÉMONSTRATION. Pour x, y ε X , nous avons 

(18) 11(1+λAn)x- (1 +λA)Yl/ 

=1/ (1+짧)(x-y)-1꿇(/ À.nx패)11 
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'Û'"n 

는llx-Yll. 

llx-yIl- ---4? llfa x-IιYll 
Â.oÃ.~ "" An-- ""'ti 

Soit zεX. Nous définissons 1’application K n de X en lui-même pour κ= 1, 2, ”· 댐r 

1 Ar2 
(19) K_x= ττ극=5「Z+-」二1-2hnx 

” 
iTA,, “ 

pour X ε X. Pour x, Y ε X on obtient 

IIKnx-Kμ11 

1 
= I1 (고눴z+ 펴;2hnx) - (펴륜z+1줬FIxxYlll 

X:2 λr2 
=-」←「rllI2nx-J써’11드f측_? IIx-y lI. 

a “ ’ 'n 

Puisque 자2/ 1十낀2) <L Kη est 1’application de contraction stricte po따 n=1. 

2, .... En vertu du Théorème de point fixé, il existe x ε X tel que Kgx=x, pour 

n=1, 2, .... D’après (19) , nous obtenons 

duquel on a 

1 자2 
, 

X= n Z+ n I γ -
1 +X;2 “ 1+X;2 

J사’ 

z= (l +λ;2)x-λ;장x”x=x+잔2(x-Ix”x) 
=X+λoAnx ε R(I+λoAn)' 

Nous avons donc R(I +λoA씨=X pour n= 1, 2, …. Par conséquent on obtient 

(20) R(I+λAn)=X pour tout λ>0 et n= l, 2, ... 

Soit une suite {x싸 dans X convergente vers X E X et llne suite {Anxm} convergente 

vers Y E X. Alors nous obtenons 

IIAnx-YII드IIAnx-Anxmll + 11 Anxm -YII 

드 1二깅-(lIx-xmll+llh x-h xmID+UAllxm-y!/ 
Â. n Â. 

-w "... ". n 
.. 

"'n 
u n 

• 

pour m→∞ et n=1. 2, …. duquel Anx=y pour n=1, 2, …. Par conséquent avec 



94 Ki Sik Ha 

(18) et (20) An est cIos et m-accretif pour n= 1, 2, .... 

THÉORÈME 3.2. 80it le dual X de X* uniformément convexe et soit l' opérateμ7 

A clos et m-accretif aves D(A)=X. Alors il existe μne suzïe {An} des opérateurs 

clos et m-accretifs avec D(An) =X pour n= 1, 2, … telle qμe poμ7 x e x , j많AηX 

=Ax et ;~~Tn(t)x=T(t)x uniformément pour t E [0, T J, où {T,P) ; t는O} et {T(t) 
; t는O} sont les semz'-gro때es des 0μrateχrs des contractions sμr X , engendrés par 

An et A respectz"vement. 

ÐÉMONSTRATION. Pour x ε X on a 

IIh •. nX-J.μxll<IIJμ. nx-h •. nCI+ÀOAη)Jλxll 

드IIx-CI+λ엄n)h.x 11되Ix-h.xll +ÀoIIAnh.xII 

= 써2써xll +λ011쉰?(I-f씨XoX || 

드Àoll Ax 11+ :1
1 IIAh.xll드λollAxll +감- IIAxll. 
n '-n 

Avec (1η ， pour n> 
no et x E X , nous avons IIh .. nx-h.xll <ê. En vertu du Théorème B, pour x E X , 

l많Tn(t)x =T(t)x unifonnément pour t ε [0, TJ. Pour x ε x 

11 Anx - Amxll 

= 1l」τCI-h )x-• 2 CI -h )xll 
ÀoÀ~ 

,- "A. n;-. ÀoÀ.~ 
,- ",t,,; 

1 II J'... ... 、 ". 1 

1/1 , 1\ < ~ -(- ~ + ; ) IIAxll • o pour n, m→∞. - λ。‘ 4 λ씨 

Donc {A
”
x} est 1a suite de Cauchy dans X et iI existe la limite j많Anx pour 

xεx. En vertu du Theor§me C, 3많캘=Ax pour x ε X. Par conséquent avec 

le Lemme 3. 1 le Théorème est ainsi démontré. 

Université de Busan 

Corée 
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