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Couple Category 메 關하여

任 昌 求

1. 뽑 홉

1966年에 l.R. Isbell 敎授가 category의 構遭 [1]에 뼈한 짧文율 發表한 것

융 쫓훌로 이 方面의 짧究7} 現在 活훌훌히 進行되고 있다. category의 完備性

<completeness} 및 完簡化 {completion}에 뼈한 理議이 category의 構造論의

主輪이 되고있다.

Category의 完備化의 理훌앓에 관한 많윤 옮果가 [1]. [3J, [4J, 댄]에 發表

되어 있으며 이 完廠性과 꿇關化의 it究에 많이 活用되고있는 couple category

옳은 ]. R. Isbell [lJ 훌授가 2節에서 說明한 grounding 및 cogrounding 과

그들의 conjugate 사이의 關係훌 짧究하는 례셔 부터 始作되었으며 그에 대한

뽑究結果가 [lJ, [2J에 홈片的으로 紹介되어 있다.

本뚫文에셔 定理 1 융 훌훌明하고 couple categorγ 의 基本性質에 관한 定理률

훌훌系的으로 整理하고 證閒하였으며 아울러 ]. R. Isbell 敢授가 提起한 未解決

問題흘 紹介하고자 한다.

여기셔 ∞률 uncountable strongly inaccessible cardinal number 라 하고 集

合 S의 훌훌度률 lSI로 表示활 혜 ISI<∞， ISI=∞.， lSI>∞에 따라 各各 S흘

smull, large, extraordi:微‘Y 集合이라 한다.

모든 象合올 짧象 (object)으로 하고 그을 사이의 %홉燦을 射 (morphism)로 하

는 集合들의 category훌 Sets로 表示하고 모둔 small 集合을 對흉으로 하고

역시 그들 사이의 鷹像융 射로 한 category를 8 로 表示한다.

2. Coupling과 Couple

Category C는 모든 射의 葉合。1 small 일째 small category라 하i 또 C가

많아도 ∞個의 짧훌을 갖고 任훌의 두개의 對象사이의 射의 棄合(즉 Homo-Set}

이 small이면 C훌 ordinay category라 한다. 특히 Homo·Set 만이 small 일

째 c률 legit:짧oJe coJegory 라 한다.

C의 짧象률의 class 흘 ICI로 C의 dual category를 C*로 各各 表示한다.

反變빼手{contravariant functor} G: D-→앓ts 에 대하예 共훌홉手(covariant



102

functor) G*: D*•Se ts가
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G* (X) =Nat (G,hx) ,
(但 hX=Homc (X, -), hx=Homc (一 ， X) 이며 Nat(G， hx) 는 뼈手 G 에λF

hx까지의 모든 自然變換 (Natural transformation)의 集合이 다)

이고 C 에셔의 射 f:X→Y와 ψεNat(G， hx) 에 대하여

[G*(f)J(ψ) =h(j) • ψ (但 hω : hx• hy)

플 만족할 때 G*를 G 의 共뺑E뼈手 (conjugate functor) 라 한다.

빼手 G: C*•Se ts(S) 및 H:C•Se ts(S)를 各各 C의 cogrounding (or-·

dinary grounding) , grounding (ordinary grouπd쩌g) 이 라 한다‘

C가 small category얼 때 모든 cogrounding (ordinary cogrounding)을 對

짧으로 하고 그들 사이의 自然變換을 射로 가지는 category플 Cat (C*, Sets}

(Cat (C*, S» 로 表示하고 雙對的으로 모든 grounding (ordinary grounding)

들의 category롤 Cat (C, Sets) (Cat (C, S) )로 表示한다.

(定義 1) C의 cogrounding (or.퍼nary cogrounding) G와 grounding (or

dinary grounding) H 에 對하여 빼數

m: Uex,nElclxlcIG(X) xH(Y) • Uex,nElclxlCIHomC (X, Y)

이 C 에서의 射 g: W• X, h:Y• Z 및 (p,q) EG(X) xH(Y) 에 대하여

m(p, q) εHomc(X ， Y)

이고

m (G (g) (p), H(h) (g» =h . m (p, q) . g

를 만족할 때 이 η1 을 G와 H의 coupli:ηg 이라 한다.

(補助定理 1) Category C의 ordinary cogrounding G와 ordinary grounding

H의 coupling m과 q르H(Y) ， pEG(X) 에 대하여 關係式

[μy (q) Jx (P) =m (P, q) (1)

에 依해서 決定되는 自然變換 μ :H→G* 사이에 1 對 1 對應이 존재 한다. 또

雙對的으로 m과 ('μx (p»)y (q) =m(p, q)에 俊하여 決定되 는 自然變換 /μ :G•

H* 사이에 l 對 1 對應이 존재한다.

〔훌훌明) G와 H 의 두개의 coupting m, 서 에 대하여 주어진 關係式 (1)융
만족하는i 自然變換플 각각 μ， jl 라 하고 μ=jl 라 하면 明白허 m=m' 이다.

한편 任意의 自然變換 lJ :H→G*와 pεG (X) , qEH(Y) 및 f: W→X(εC)

g:Y→Z(εC)에 대하여

n: U ex, y)G(X) xH(Y) • Uex.nHomc (X, Y)

이고

n (P, q) =[lJY (q) Jx (p)
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라하자. 그러면
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(可換)

J) y

H(Y) --G* (Y) =Nat (G,hy)

H(g) I I G*(g)
H(Z)-• G* (Z) =Nat (G, hz)

J)z

(可換)

n(G(f) (p) ,H(g) (이 ) =[J)z(H(g) (q») Jw(G(f) (p))

=[h(g)J)y(q)Jw(G(f) (p))

=hz (I) • 대(g)Jx' {[J) y (q) Jx (p)}

=hz (I) {g • n (P, q) }

=g' n(p, q) • f

따라셔 n은 v 에 짧應하는 G와 H의 coupling 이다. 이리하여 m과 μ 사이어r

1 對 1 關係가 있음을 알 수 있다. 나머지 部分은 활對的으로 證明펀다.

(定훌 2) Category C의 ordinary cogrounding ,F, ordinary grounding F' 및

'F와 F 의 coupling mF 로된 짜 (’F, F’, mF)를 C 上의 grounding couple 이 라

한다.

(倒 1) pEhx (W) , q드hX(Z) 에 대하여 m(p， q)=qp 라할혜 x= (hx, hX, m) ,

는 한 c 上의 grounding couple 이 다. 이것을 principal couPle 이라 한다.

(뼈 2) G: D*→S와 G의 共흉E빼手 G*:D• g 및 pEG(X) , qεG*(Y) 에

대하여 m (pq) =qx (p) 라 할혜 (G, G*,m)도 C上의 grounding couple 이 다.

(훌훌 3) 두개의 C J:의 grounding couple F= (’'P, F',mF)와 J=( ’'J,J', mj)

에 對하여 自然變換 /η : 'F→'J와 η’ : J'• F 이 다음 關係式

mj(('ηx(p) ， q)) =mF((p,까 (q)) (但 pε'F(X)， qεJ' (Y))

를 만족 활때 이들의 짝 ('η， η’) 를 conjo생t transformation 이 라 한다. η=

('η， η’)를 F 에서 J 까지의 射로 갱하고 η :F→J로 表示한다. 또 K=('K,
K' mK) 와.;=(연 ， n:J→K에 대하여 .;.η=(연 .'η， η'·e) 를 η 와 s 의 composition

으로청한다.

(例 3) C 上의 두개의 principal coupleτ= (he, hC, mel와 c' = (hc', hC', me')

및 自然、變換 hσ) : hc• hc', h(f) : hC'-+hc 에 대하여 (但 f:C→CεC) Pεhc(X) ..

qEhC’ (Y) 라 할째
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me’ {[hωJx (p) ,이 =me' (f-p,이 =q - (f-p)

me (p, [h(f) Jy (q)) =me (p, qf) = (qf) -p

이므로 (h (f), h(f)) : C→C'는 conjoint transformation 이 다.

3_ Conple Category

Categorγ C 上의 grounding couple F= ('F, F', mF)는 μ : F'• ('F)* 및 fl :

"F• (F')*가 單射일때 seψ'arated couple 이 라 한다.

(定옳 4) C 上의 grounding couple를 對暴으로 하고 그들 사이의 conjoint

:transformation을 射로 하는 category를 couple category 라 하고 Co {C,S)로

表示한다.

例컨데 願序集合 A를 category로 생각할 때 A의 雙對順序集合을 A*라 하

면 'F: A• S,와 F': A*• S 몇 μ : F'→’F*에 대하여 〔μy (q)) x (p) =m (p, q) 인

m 을 coupling으로 하는 모든 grounding couple은 Co (A, S)를 이룬다.

또 C의 principal couple 全體는 Co (C, S)의 f벼I subcategory 이 다.

(補助定理 2) Co(C, S)의 두개의 conjoint transformation

§:않，웹， :X=Vx， X껴x) →Y= ('Y,Y',my)

가 주어지고 X가 separated 이고 연=’η 이면 ~=η 이다.

(證明) 補助定理 1 에 依하여 X의 coupling mx 에 對하여 關係式 (l)을 만

족하는 自然變換 μ: X'→ ('X)*가 唯一하게 존재한다.

가정에 依하여 X는 separated 이으로 μ 는 單射이다. 또 Y의 coupling my

헤 대하여도 關係式을 (1)을 만좀하는 自然變換 μ : y'→(’Y)*가 唯i하게 존

재한다.

홍와 η는 conjoint transformation 이으로 aε ’X(A) bεY'(B) 에 대하여

mx{a,ηB' (야 ) =my(’흥A (a) ,에
따략서

[μB{ηB’ (b)) JA (a) =[flB (b) JA (연A{a))

한펀

['~* -flJB : Y' (B) • ('Y) * (B) • ('X)* (B)

에 대하여

[’~*-flJB (b) =flB (b) -흰=[μ - eJB (b)

이므로

μ-e= 연*-fl-

같은方法으로

• ‘ - -
μ·η= η’ ·μ



Couple category 에 關하여 105

(可換)

g. lη=η’*. 'μ

가정에 依해서 '1;*=’η* 이므로 μ·흰=μ·ηf 이다. 따라서 η'=흔f 이고 1;=η 이다.

(定理 1) CO{C, S)의 두개 의 grounding couple X = ('X, X ’, mx) , Y=('Y,

Y', my) 에 대하여 X 가 Y의 retract 이고 Y 7} separated 이면 X 도 separated

이다.

(證明)X카 Y의 retract 이므로 η=(껴， η') : X• Y 에 대하여 ""η=lx 안

r=(깐， r') : y.→X가 존재한다. 補助定理 2 의 證明에서와 같이 다음 關係式

즉 'X주~ (X')*

↓ Iη ↓ η'*
'Y-• (Y')*

'ii

-, I ,_* ,
μ -r="C' .•μ 즉 X'~응(’X)*

r'• ↓깐
¥'-• ('Y)*

p.'

(可換)

/ψc

'X(C)르 Nat(hc, 'X)

이 다" 'X{C)의 任意의 한 元素 t 에 대하여 <PC (t) 를 conjoint transformation

(<PC(tlo T) : C→X(但 T:X'→hC) 로 對應시키는 빼數를 φ 라면 φ 는 補助定

理2 에 依하여 一意的뼈數이고 또

Nat{hC, 'X)르Homco(c.S) (δ， X)

를얻는다.

r" η= ('r" 껴=1.X> η'"r'=!x.) 이므로 ’η，깐는 單射이고 또 Y가 separated 이

므로 아， Y가 역시 單射이다. 따라서 fμ와 μ’가 單射이고 X는 separated이다←

(Doμble Yoneda Lemma). CO (C, S)의 grounding couple X= ('X, X', mx) 와

principal couple C= (hc,hC, mel 에 對하여

Homco(c.S) (C,X츠'X(C) 이 고

Homco(c.S) (X, C)르X’ (C)

언 全單射 (bijection)가 존재 한다.

(證明) Yoned설Lemma [6J에 依하여 μ : hc르hc*=Hom(hc， h( »)이고， μ， •

he츠 (hC)*=Hom (hC,h( )) 이므로 C는 separated 이 다.

한편

따라서

'X(C)츠Homco(c.S) (C, X) .

雙對的으로

X ’ (c)쓴Homco(c.S)(X， C).
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(定理 2) Category C의 double regular repres얹ltation

TIf :C-•Co (C, S)
ψ ψ

XI-→중=(hx， hX， m)

는 f벼ly faithf벼 이 다.

(證明) Double yoneda lemma 에 依하여

hX(Y)르HomCo(c.S) (X, Y)

즉 Homc(χ y)츠Homc“e.S) (호， Yl.

定理 2와 같은 方法으로 TIf' : C•Co (C, S)가 1J!' (X) = (hx,hx*. m) (但 pEhx
(A) , qεhx* (B) , m (p.q) =qA (p» 라면 이것도 f버ly faithf벼 임을 證明활 수

있다.

C의 left (right) regular representation

ψI :C-• Cat(C*,S)
ψ ψ

X!-• hx
(If'T : C-•Ca t(C, S))

띠 띠

X뉴→hx

1.
-c

1J! : C-•Co (C, S) 와

띠 ψ

φ : Co (C,S)-• Cat(C*, Sl

ψ 띠

XI‘• X= (hx,hX, m) ('Y, Y'， myli~→Y

의 積으로 表示됨을 알수 았다.

(定理 3) φ : Co (C, S) • Cat(C*, S)는 limit을 保存하고 adjoint functor를 갖

는다.

(證明) L= ('L, L', mL)를 Co (C, Sl에서의 Diagram

D={i• D;= ('D;,D;',m;l}늄I

의 limit 라면 Co(C,S)에서 任運、의 {X• D;};"'l 에 對하여

η

X• L• D;=X• D;

언 conjoint transformation η :X• L 이 唯-하게 존재한다. 따라서 Cat(C*, S)

에서의 {’X• 'D;};를I 와 {'L • 'D;};를I 에 대하여 'Xζ 'L • 'D;='X • 'D; 안
lη : ’X• 1 이 唯一하게 존재 한다. 따라셔 'L는 Cat(C*, S) 에서의 diagram

{i• 'D;} ;eI의 limit 이 다.

지금



107Couple category 에 關하여

φ， : Cat(C*,S)-•Co (C, S)

m
'XI“-• (’X, 'X*, m)

라 하자. (但 pE'X(A) , qε'X*(B) ， m(p, q)=qA(P))

Co (C, S) * X Cat (C*, S) 의 對象 (F， G) 에 대하여 寫像

φ(F， G) : Homc.,(c*,S) (φ (F) ,G) • HomCo(c.S) (Fφ’ (G))

ψ ψ

/ηI~-‘~‘→(’η， η)

(但 F= ('F, F', mF) 이고 μ :F'→'F*는 mF 에 대웅하는 自然變換이고 ηf 는

“qε 'F(A) 에 대하여 μA['ηA (q) ]=q' ηr 를 만족하는 自然變換이다.)

롤 생각하면 ψ(F， G)는 natural equivalence가 되므로 ￠는 φ’ 의 adjoint functor

이다.

(定옳 7) Categcry C의 extension category E 가 limit와 colimit 에 대하여

·closed안 extension category 중 最小언 것이연 E 를 C의 normal extension 이

라한다.

(定理 4) C 上의 c의 normal extension E 의 double subregular represen-

tatlOD

(J :E--•Co (C, S)
ψ ψ

XI--• (hxIC*, hXIC,m)

는 fully faithful 이 다.

(證明) (J 가 full faithful 이 되는 E 의 subclass를 E'라 하자. C의 對象

， ChCZ 에 대하여

(J (CI) =CI= (hc" hClmI) , (J (C2) =Cz= (hc" he" m2)

라연 Double Yoneda lemma 에 의하여

n : hC.(C1)츠HomCo(c.S) (Ch C2) ,
따라서

E'그C

다음 E' 의 한 Diagram D={α→Da}.，를I 의 colimit를X 라 하고 YEIE'j 에 대

하여 T: (J (X)→(J (Y)를 생각하자 또 μ :Dti→X는

(J(ι) : (J (Da ) • (J (X)

를짧導하므로

Tα=T(J(μ) : (J (Da)• (J (y)

를얻는다.

g의 faithfulness 에 依하여 Ta= (J (ta) 인 t a : Da→Y가 唯一하게 존재한다.

Diagram D 에서의 S:Da→Dβ 에 대하여 i~·S=ia이고
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T"，=T{u(째) σ (S)}=T~ σ (S) =u(t~S)

이므로 μ=tβ ·S 이고 X가 colimit 이므로 t-μ=t 인 t: X→Y가 唯i하게 존

재 한다.

또 모든 α 에 대하여 {u (t)}'σ(μ)=T'u(μ) - 따라서 u(서 '=T' 이고補助定理

2 에 依하여 u(t)=T 이다.

E' 는 colimit 에 대하여 closed 이며 雙對的으로 limit 에 매하여도 closed 이

묘로 E=E' (Q. E. D)

Adjoint functor F : C• D, G:D• C에 對하여 짝 (X, Y,m= (’m, 씨» 를 (F

G) -couple 이라 한다. (但 XεC， YεD， ' m : X• G(Y), 짜 : F(X) • Y)

두개의 (F,G) -couple (X, Y, m) , (Xl> Yl> ml) 에 대하여 ’α :X• Xl> α’ :y.•
Y1 이라 활 때 다음 關係式

I m{_α=G(α') -'m)
~ (2)

m/·F(a /)=α’ ·m/J

를 만족하연 짝 ('a,α’) 를 (F,G) -couple의 conjoiηt transformation 이 라 한다←

이때 이것을

(' a,α') : (X, Y,m) • (Xl> Yl> ml)

S로表示한다.

이 (F,G) -couple을 對象으로 하고 그들 사이의 conjoint transformation을

射로 하는 category률 (F, G)의 cylinder category 라 하고 Cyl(F, G)로 表示

한다.

例컨데

K 1* : Cat (C*S) -•Ca t(C,S)*

ψ ψ

FI~→F*=Nat[F， h( )J
K2 : Cat (C, S) *-•Ca t(C*, S)

ψ ψ

Gj‘• G*=Nat[G, h( )J
라면 이 플은 adjoint functor 이므로 F=K1*, G=K2• I까， m’ 를 補助定理 l

에서 決定한 自然變換 /μ， μ 라면

[양1 (K1*, K2) =Co (C,S)
가된다.

(定義 8) Category C로 부터 다른 category 까지의 뼈手가 colimit를 保存

하고 coadjoint를 갖는다면 c를 compact category 라 한다.

(定義 9) Category C가 l멍itimate 이고 모든 legitimate extension category-
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의 retract 라면 C를 extraordinary-낌jecti'νe 라 하고 또 C7} C 以外의 對象

을 많아도 하나만 가진 C 의 모든 legitimate extension의 retract라면 C를

낌!jective category라 한다.

끝으로 J. R. Isbell 敎授가 提起한 未解決問題을 紹介하겠다.

間題 1. C가 small category 일때 cote, S)는 compact가 되는가 ?
問題 2. 모든 injective category는 extraordinary injective가 되는가 ?
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