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Affine 훌훌의 훌*影變훌의 훌훌張

尹 玉 鏡

§ 1. 序 옳

Affine 接續졸間에 있어셔 두가지 非對稱인 接續 I’."it r i“ 가 추어져 서 각 接

續에 환한 뼈地鍵。I 一致하는 接續의 흉f影變換윤 얼반척으로

융(πh‘+ri씩=융(r/'i+r/'D+행ih+PiO/'

로 주어지 며 , vector의 2f行性올 保存하는 가장 일반척 인 變換은

ri‘i=r/，/+2pj~ih

로 주어진다.

이 論文에서는 뼈地線이나 Vector 의 方向율 不變으로 하는 것이 아니고 뼈

地鍵의 錢鍵 Vector 이 냐 一般的언 Vector νi 의 方向율 混合 T，뼈sorAκ:x)에

의해서 A/Vi로 變換했율 혜의 接續의 일반척안 變換융 求하고， 이로부터 派生

되는 몇 가지 결과롤 얻어 보기로 하였다. §2, §3은 주로 창고품헌 OJ의 제 7장

의 확장이며， §4에셔 應用의 전망에 관하여 풀及하였다.

§ 2. 非對稱接續의 射影훌훌鎭의 훨훌張

非對稱안 Affine 接續 r /,/ 가 주어진 Affine 훨間 M얘 있어 서 媒介變數홉

임의로 취하면 그 測地線의 方훌式은 -般的으로

d:J;i I. d2x h . n. d:J;i d:J;i \ dxh ~ d2x i , T' i dxi d:J;i \
경rhτ앓-+rj\숲똥)-경r-~굉i-+r/i똥숲)=0...(1)

로 주어진다.

하나의 徵分可能多樣體M에 있어서， 두 가지의 Affine 接續 r/'i' r i\ 가 주

어져 있는 청우를 쟁각하자. 接續 I년i 에 관한 뼈地線의 方程式， 즉 (1)의 解

dx i

曲線이 Xi=Xi(t)라 하면 그표-는 測地線의 接線 Vector 이 다. 지금 M에 하냐

의 混合 Tensor A/(xt, "', xn)가 주어져 있고，
-_ ..-_._-- •---. __.._-•• ←~nr;'::::;axr(fJ

A/(x1(t),…,z”(t〕〕-「「-

가 I’i ‘i 에 관한 測地緣의 援鍵 Vector가 되는 경우흘 고창혜 보기로 한다.
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。1 때 I ’j\ 에 관한 測地緣의 方程式은

k d x« f d fA' dxP \ dxP dxr l"'-:: {~{Ap‘ ""-::- -J+Tih, Api A ‘ u-;:_· u-;:"}dt l dt \ P dt }"J ‘ P "T dt dt J

d:r:z J d ("k dxP \ • dxP dxr 1
~-:- {~(Aa' ~-:-- ]+F/,A8i k ‘ ""-:'. u.-;-:" ~ ==dt 1 dt \ P dt /., J t' 'P "T dt dt J

로 흰다.

d f.. dxP \ o •. dxP dxr . • . d 2x fJ

깅i-\AfJ
h

굉-)=값rAp‘ -꿇-효+Al굉2

아므로 (2) 式을 變形하면

····(2)

dx« d2월 k dx« d 2x P
A，.kAβ‘-;;: -.1;; -A"hAβ ----←一P dt dt2 .'" ··P dt dt2

r • 1 f 0 \ f (} \1 dx« dxβ dxr+ jA/ ( ?J:r Al+Ti，ApiA하 -A"‘녀;A와+T/，AβjA ·l t--- -----oxr --p ,-, ,--p --, I \ oxr ··P .• J ,Hp-··r /J dt dt dt

=0

흘 얻는다. (1) 式에 의해서

dxk d2상 dxh d2상 fn. dx‘ d앙 \ d j;i dx'
u，~ "'~~ _ U~ u, ..~ ==.rF;‘· ••• --Fit; U~ } "'-:-- U;~
ιlt dt2 dt dt2 \1 ‘ dt "'dt/dt dt

-이므로

d :r:z d 2x 8
_ .II h .ll .k. d x«_ d2xβ

A상Al~;: "'.1:;-A냥Aβ ------p dt dt2 ...... '.p dt dt2

I dx« d 2x fJ dXP d 2:r:z 、
=A/Aκ( W;: u,:1:- - U-:- u; 7: )p\ dt dt2 dt dt2 - /

(n_ dxP n. dx« \ dxi dxi
=A야A‘ (Fi"i "';'- -F껴 "';: ) U~~ "-;:-

P \ ‘ dt • J ‘ dt/dt dt

d:r:z dxβ dxr
=(A/A"h_A/Ai‘)r~jT U~ "';:' "';..'

d낭 dt dt

」를 (2')에 대업하면

{(A/A"h-값Ai)감ir+A/(옳Aph+ri짧녔"i)

f (} ......... A ,. ,\1 dx" dxp dxr
-A，."!겨즌;;-A야+r/iA{JiAr‘ ) ~~;: ~;:. u.::' =0\ x r --p .• , '--P "T /) dt dt dt

····(2')

···(3)

j료 된다. (3)式은 α，{:J， r의 變換에 의해서 不變이므로， 이러한 式은 모두 6 개

·얻어진다. 이들 6 개의 式을 모두 더하고

1 I \ 1 f n , \ 1 f (}
πha르÷riAi+TihJAa 와，'-펴-(Fpir+F/p)Al+ τ[값;-Aβh+

-보.‘ 1
oxP “ r }
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라하면

i _ A_A 'T' i "A 'T' i , dx'" ~dxp dX7
(A"，iTp~.+Al :rr'"，+A7‘T"，6p_A.，6Tl，‘A껴&낀i"，-Ar'T"，ip)":'갱긍--짧← (Jt

=0 … … …“·‘ ‘ ………···..··(4)

aX'"
률 얻는다. 여기셔 ...... 는 뼈!地線의 흉n期降件。로셔 엽의로 잡율 수 있으묘로

ιit ， L ~f"1Cl~:-1 17""""""~1 ~ -;

쫓間 M의 모톱 點애 판혜셔

A"，iTl7+Ap'Tt"，+A，‘T"，"p-A.，b7감，-ApbT，·"，...-A，'T，/p=O •.........•• (1앙
훌1혹 ‘

。1 成IL한다. 여 거 써 Tp‘r 는 f:3，r' 에 관해셔 對稱。l묘로 (5) 풍용반족하는가장

얼반척언 관제는

껴안=pjAi‘+p;Ajh

아마. 여기서 흙논 업·씌·외 #變 Vector 이다.

짜1-셔 다용 관쩨식올 얻는다.

융(r"，61l+Fi씨A씌F

=울CFl'i+Fi세&‘-꽃(-，앓A/十옳iAJ)+PjAl+PiAl …(6)

뿔理 1. 數分可顧多據뿔M에 두 가지의 Affine 接續 rj산， Fii 가 주어지고

11-‘
홈合 Te없or A/ 가 주어쳤흉 빼 ， Fii 에 관환 빼地線의 援線 Vector 풍숲에

대해셔 A/줬7} rj" 에 관한 뼈I地線의 接線 V없:or 가 되는 가장 일반척안

變鍵은 (6)~로 추어진다.

定理 1에 있어서 特히 A/=o/ 이 면 rli와 I‘l ‘ 에 관한 接線 Vector 는 얼치

하으로 두 가져의 뼈地線온 얼치한다i 족 이혜

윷(Fli+Fl';)=융(rii+F;‘，;)+생;6+뺑} ·····················(7)
이 Affine 接훌의 射影變鍵이 펀다; ←따라서 (6)온 射影變鍵의 하나의 據張이 라

’활 수 있다.

§ 3. 平行 Vector題의 훌훌動

§2 에서 논환 호間에 있어셔 -협의의 反變 Ve때r樓 헝'(a;)가‘주어지고， 염

의의 正흉.u안 曲線 ret) : x‘ =xb(t)쩨 짜라셔 ， v!' (xb(t))가 Fli에 관해셔 후行

언 Vector 團數이변
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dv"(x(t)) -1-1'." dx i
u;. v \,-;"\,".J./ +rlf，i~프一앙= ν

1 ‘ dt

측

總+FiiVi)찮=상

<>J 므로， 일반적으로

(.'iJ ‘ \ dxi _."r d·상 \
하’경쫓r+FliVi)π끓--v"\'강동-+Fliνi)π표--

「을 만족한다. 여커셔 곡션 ret)는 염의엠으로 컬국

성(용찮+Fli꾀-ν，，(앓+낀iψi)=O …
을 얻는다.

지금 混合 Tensor A/에 대혜셔

f‘=Ai‘ν
j ••••••••… …(2)

라 하고 ret)에 관해셔 한=A/(X(t))Vi(X(t))가 I ’/'i 에 관해 서도 2fi行안 Voctor

뼈數이연

r 0;;" \ r OV \v(응은， +Fi".fi선-한( 견'~; +Fj념낀 =0 ··················(3)\ dX1 • - J .- I \ ox1 J' /

을 만족한다. (2)를 (3)에 대 업하면

{Aa'f옳Ap"+F안i혜-Aa"(옳혔'+rj‘Aβi)}vav

+(Aa'Ap"-Aa"Ap땅짧=0

「을 얻는다. 이 式과 여기셔 «,{J흘 교환해서 얻는 式을 서로 더하고 (1)을 대

법하면

(Aa'17，;Ap‘+AI17j&‘-A"‘17jAI-A껴‘17jA.l)va썽=0 ············(4)

융 얻는다. 단， 여기서

p'jAp"=옳rAa‘+Alrli-A씬β

이다. 여기서 曲鍵은 염의이고，!t 曲緣 위의 한 點에서는 '0" 는 初期健로서

임의로 취할 수 있으묘로컬국

A'/p';A/'十Al17jA.."-A ,,"17A'-Alp';A,/=o

로 얻는다. 이 式을 만좀하는 일반척안 형태는

j7;Ai"=2Pj.A;"

이묘로
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껴 A.，.
경칭파，+쇄Ai‘，lr깐'/，，-낸A，‘F끽'1;=쟁2장:pj-짧A;싹i얀‘ ••……••……..…u….

가 구하는 變換의 가장 얼반척언 式이다.여기서 pj 는 임의의 共變 Vector이다.

여기 서 A;‘ 의 I ’/"j 에 판한 共變徵分울

Ai，‘j=옳jA;h+AlF/，，-웰Fl;

라 하연 (5)는

F/,.=F/'i+2PP.h-A'r'Az.hj ..··..•······ .. ·· ..•......·(6)

로 훤다. 단， A'/A/=a.; 이 다.

定理 2. Affine 接續쫓間 M에 있어셔 주어진 홉合 Tensor Ai 에 대혜셔

Fl i 에 관한 2j!行 Vector뚫 V 가 ri'; 얘 관혜서는 A/νi 가 쭈行 Vector場이

되는 가장 일반적안 Affine 接續의 變換은 (6)으로 주어진다.

定理 (2)에 셔 A/=o/ 라 하면 (6)은

rj산=F/.+2PJ.Qih •..·..•..•..........··· ......··..·..(7)

로 되고， 이것이 Vector의 方向의 2J!fitt율 保存하는 가장 얼반적인 接續의 變

換이며 §2의 〔η과 구별하기 위혜서 片椰射影變換이라고 부른다.

여기 서 I ’JAi 에 관한 曲率 Tensor Rij;h와 (6)으로 주어치 는 I년i 에 판한 曲

率 Tensor Rij;h사이의 관계롤 구하면

A/Rl: jl‘=A,hRd+2(Ol:Pi-OjPl:)A/' ········ .. ·· ....·· .. ·(8)

이다. (8)로부터

RWh=A';aA,hRija'+ 2(Ol:Pj-OjPi)O/

를 얻으므로 h 와 i 에 판해셔 觸勳하면

Rijl=Rij/+2η(0뻐'j-Ojp!:)

'. Vij= Vij+2n(oiPj-OjP!:)

단， Vl:j=Rij/ ， Vij=Rij/ 이고 이것은 等遭接續일 때는 0으로 되는 것이다. 일

반척으로 Vij 는 共變 Vector場의 의回轉으로서

Vij=Oi깐‘';-OjF/;

로 표시되므로 다음 定理률 얻는다.

뿔理 3. 局所的으로는 非對稱接鏡은 적당한 變換 (6)에 의 해 서 等積안 接

續으로 고철 수 있다.

죽 Pj=-옳 F쇄 하면 Vij=O .2.로 된다·
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다음에 變換 (6)을 다시 한번 검토해 보기로 한닥.

만일 qj 를 임의의 共變 Vector場이라 하고，

At,4j=2qjAl ·························'········(9)
언 정우를 생각해 보자. (9)가 積分可能일 조건은

A/RAil‘=AlRkj/+2(Okqj-Ojqk)A‘ k

이 므로 h,i 에 관해서 縮約하면 okqj-Ojfb=O을 얻는다.

따라서 qj는 19配 Vector 이고

A/Rkjl=AlhRkj;1

이 다. (9)가 積分可龍일 째 (6)은

Ti‘=rlk+2ν'jQkn， 단 ψ'j=pj-qj ··················(10)

￡로 된다. 이 變換은 片뼈射影變換 (7)과 같다. 따라서 이 정우는 Fii 에 관

한 平行 Vector場은 I ‘jh; 에 관해서도 2j:i.行 Vector場이 되고， 遊도 成立하묘로

r;\ 에 관한 2j:i.行 Vector場을 Vi 라 하고 (9)률 만족하는 A/률 구하면 Vector

A/ψ 도 또한 I깎i 에 관하여 쭈行 Vector場이 된다. 따라서 A/v;도 또한 (1)

의 解이다.

그러으로 다음 定理를 얻는다.

定理 4. Affine 接續호間 M어I 있어서， 接續 F j \ 에 관한 平行 Vector 場을

ψi(X)라 하연 qk롤 임의의 성配 Vector라 할 때，

A;.’k=2qkA/

가 積分可能이 면 A/(x)ψ;(x)도 또한 2j:i.行 Vector場이 다.

§4. 對稱接鍵의 變鍵과 應用의 展뿔

§2에 있어서 Mfine 接續이 對稱언 청우 즉 I당，=Fi\， r/ ,=r“ 1 인 정우는

鍵張된 射影變換은

rah~A쐐fl=작Aah-융(0.4;‘+o，AN+p;A;h+p，A/ (1)

로 된다. 이 式은 變形하면

I’ah~A/Al=(Fi잉+pjδia十F젠Aah':""융〔κA/+o，Al)

로쓸 수 있으므로

f.ai=FiaJ+강，/J/Jt+P‘a/a · (2)

라하연
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따AlaAJR=f’‘었，，-융(ojAl+o.A/) 떠)

로 된다.

(2)는 뼈II地線을 不變으로 하는 일반척은 對稱接續의 射影變換。1 므로， 嚴分可

能인 호間 M에 一群의 Path가 주어지면， F/i=F/j 라 하며 §2의 (1)을 만족

하는 曲線群을 Path로 하는 對稱 Affine 接續은 (2)인 變換을 除外하고-寬的

￡로 청해진다. 따라서 (2)인 變換을 除外하고， Fl. 에 관한 뼈II地編의 接線

Vector를 Ai찮L로 바꾼 것을 測地續의 接線 Vector 로 가A1는 Affine 接續

의 變換은

fa‘jlA.aA/=F.ajAa"-융(OjAl+ojA}) (때

로 주어진다.

oA"
만일 Aih 가 어떤 反變 Vector A" 의 微分， 즉 AlA=7￡r 。l 면 (4)는

..... oAa oAIl n _ oA" o2Ah
1 a-Oil경GT 경죠T-1

‘
-rcr.될， -τ.. ,.... '''(5)

로 되고， 이것은 座標變換에 의한 接續의 變換式과 같은 것이 된다. 이 경우는

Fl; 에 관한 測地線을 Z’=여jet)라 할 혜，

xj=k(c/J(t))

가 I’J‘i 에 관한 뼈地線이 된다. 그러나 이것은 本質的흐로는 座標變換의 式과

虛別하여야 한다.

重力場의 理論에 있어서는 어떤 重力場이 주어진 호間에서는對稱인 Riemann

接續 I당i 가 주어지고， 일반척￡로 自由質點의 動敏은 뼈II地線으로 주어짐을 알

고 있다. 이러한 컬間에 電磁場이 作用해서 自由質點의 動助을 바꿀 때 電磁

Potential을 Aih 와 관련하며 定養할 수 있으면 (4)나 (5)인 꼴의 變換에 의해

서 重力場과 電磁場。I 共存하는 鏡一場에서의 接續 f、iA. 를 구할 수 있고， Weyl

의 理論에서의 缺點이었든 自由質點問題를 解消할 수 있흐리라 생각된다.

變換 (2)는 Weyl의 統一場理論에서 냐다냐는 式이므로 이 節의 理論을 확장

하여 Weyl 의 統一場理論의 수정에의 應用이 展뿔되며 , 이 問題는 앞흐로의 課

題가 될 것이다.
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