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Sard 定理의 無限켰元훌훌훌體에 대한

鍵張과 그 應用

辛 龍 泰

序文. η 次元 Euclid 공간 Rn의 한 領域 D에 서 m次元 Euclid 꽁간 Rm의 한

部分에로의 寫像

(O. l) yj= jJ (x I, , X") , j=l , ..., m

를 생각하자.D 안에 서 각 jJ (j=1, , m)가 Ck 級 (k르1)이 라 가청 하자. 만알

寫像 :0.0의 1次導댐數틀을 要素로 갖는 行列

M=(f，시 (i=l , .•. ， η ; j=l , •.., m)

이 D 애 속하는 각 點 z 에 대 하여

M(x)=Cf，κx))

의 階歡가 M의 最大階數보다 작우연 z 를 寫像 (0.1)의 臨界點이 라 한다. ~좁界

點의 (0.0에 의한 像을 臨界f直라 한다. 위에 導入된 擺念들은 圓濟〔微分可能)

多樣體의 局所的 chart블 이 용하면 η 次元 圓濟多樣體 Xn 에 서 m 次元圓濟多樣

體 ym 우로 가는 Ck 級寫像 f: Xn→ym 에 대하여도 一般化될 수 있다.

이 觀念에서 유발되는 Sard 定理의 有限次元에 관한 것과 無限次元에 관한

것을 씹介하고， 이들 ~一連의 定理가 無限次元多樣體를 可分 Hi1b~rt 양間內에

Cr inmersion 시 키 는 寫像들의 集合과 Cr embedding 시 키 는 寫像들의 集合에 대

한 어떤 位相的 狀況을 解明하는 問題에 應用될 可能性을 主張하는 것이 本討

論의 g 的이다.

1. 有限次元多樣體떼 관하여

f: Xn→ Ym 를 n 次元多樣體 Xn 에서 m 次元多樣體 Yπ 무르 가는 圓펌〔임의

계차 마분가능〉寫像이라하자.

Ct二 {xεXn : f*(x)는 epimorphism 이 아님 }

을 f 의 臨界點의 集合￡로 表示하자. 이 때 f(Ct)에 관하여 어 떤 判斷을 내 렬

수 있을 것인가? 이것을 해명한 것이 Sard 定理〔또는 Morse-Sard 定理)인데

X"=R’ 안의 한 開領域 디 Ym=Rm 과 같이 置換하여 多樣體의 局所的問題로

歸一시킨 Sard 定理는 다음과 같다[2J.
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(1.1) Sard 定理. 만얼 f:U→R'" 가 Ck 級(k르1)이고， k>maxCn-ηz， O)이연

fCCf)의 Lebesgue m-measure는 零이다.

이 定理는 A P. Morse에 의하여 ηz=I안 갱우를 들어 서 처음으로 證明되 었

고OJ ， 그 후 A Sard에 의하여 %이 엄의의 自然數안 경우에 증명되었다 (2J.

이 定理에셔 주어진 多樣體의 ~元과 寫優의 徵分可能 階次數간에 奇妙한 關係

가 조건 붙는데 。1 초건이 必、然的엄은 다음 例로서 밝혀지고 있다[3J.

힘g 1=[0，1]을 單位閒虛間이 라 할 때 Cl 級빼數 f: 12• Rl 과 集合 Cr에 포

함되는 arc A 가 存在하여 다음 조건을 만족한다.

(i) f(Cf )=f(12)

〔피)f는 運結集合 A 에 대하여는 一定f直를 갖는다.

위의 댐I에 서 (i)과 (ii)에 의하여 fCCf)의 measure는 零이 아니 다. 또 max

{n-m，O)=I 이고 k=I 이므로 k> max (n-m， O)도 成立 안 된다.

위 의 定理 (1.I)에서 m얹sure 의 擺念을 位相의 category 의 擺念으로 代置

하여 릎흉導한 다음 定理가 Dubovitsky에 의하여 發表되 었다.

0.2) 定理. 만약 f:U • R'"가 o 級이고 η-m+I츠& 이 면 f(Cf)는 meager

이다.

註) 한 位相호間 X의 部分集合 A가 meager 라 함은 A가 可附홈個의 rare 集合들의

合集合으로 表示可能항을 말항.

힘g 1. “定理 (1.2) 걱옮rd 定理 (I.I)"은 成立 안 된다.

露明 XI'XZ> …를 單位閔區間 I 안에 있는 有理數들이 라 하고 E>O 에 대 하에

f’'iCE)로써 Xi 플 中'!:." E/2i 흘 길이로 하는 開區間을 表示하자.

Feε)=UFi(E) ， F=nF(1jη:) ， A=1-F

로 각각 놓으면 A 는 I 안에 서 m얹ger 이 고， A 의 Lebesgue I-measure μICA)

=1이 다. 한펀 rare 集合 Ai플로써 A=셜싹‘로 表示可龍하므로，μ1 의 性質(sub

additivity)에 의하여 μICA)=O. Rare 集合은 meager 이므로， 이 결과는 例를 證

댐한다.

例 2. 만알 A 가 R'" 內의 閒部分棄合이고 μ"，CA)=O 여연 A는 meager이다.

즉 “Sard 定理 (1. 1) :::)定理 (1.2)"는 成立한다.

證明 R'"는 B하re 공간이므로 A 7} meager 얼 &Ii、充顧件은 A 가 rare 인 것

에다. 만약 A 가 rare 아니라면 IntA~rjJ. 따라서 A 內에 한 點 a 를 찾아서 a
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을 中心， E을 半옆으로 하는 閒球〔나아가서 閒球) B" 률 발견하여 aεB.CA 를

만족하게 할 수 있다. 그러 나 μμ:B，，»O 이 고 0<μm(B，，)츠μμA)이 다.

微分位相學(different때1 topology)에 관한 限 Sard 定理의 變形인 定理 (1.2)의

應用이 더욱 짧易할 것임이 위의 例 1， 2 로써 짐작할 수 있다.

2. 無限*5I:多緣體떼 관하여

無限次元多樣體에 대 하여 Sard 定理를 據張하기 위 해 서 Banach 공간 사이 의

한 특수 operator롤 定靈한다. Banach 공간 E,에 서 E2로 가는 連續線型寫燦

L:E, • E2 가 다음 조건 (i), (ii), (iii)을 만족할 때 L 을 Fredholm operator 라

한다.

(i) dim Ker L <∞

(ii) Range L 은 E2의 閒集合

(iii) Coker L 가 有限次元올 가짐

만일 L: E,• E2 가 Fredholm 이 면 dim Ker L - dim Coker L 을 L 의 #즙훌t

라고 한다.

Fredholm operator 全體의 集合 F(E"E2)에 관하여 다음 定理를 얻는다(6J.

(2.1) 定理. Fredholm operator 全體의 集合 F(E" E2)는 有界 operator 全體

의 集合 L(E"E2) 위 의 norm-topology 에 서 開果合이 다.

連結이고 countable base흘 갖는 Banach 多樣體흘 X,Y 둥으로 表示하여 위의

-operator 에 대 한 定훌훌룰 非線型寫慶에 대 하여 據張하여 보기로 하자.

c' 寫爆 f:X • Y에 서 각 xεX에 대 하여 훌훌寫짧 Df(x) : Tz(X) • Tf(,,)

(y)가 Fredholm operator 이 연 f 를 Fredholm 寫짧이라 한다.f의 擔數는 어떤

點 xEX 에 대 한 Df(x)의 指數로써 定義한다• f 가 c' 이고 X 가 連結이므로

定理 0.2)에 의하여 이 定義는 z 에 依存하지 않음을 알 수 있다. 그리고 f의

鍵界點 Cf 및 臨界f直를 위 한 定義도 1節의 그것에 준한다.

無限次元多樣體에로 據張펀 Sard 定理는 다음과 같이 表現된다(7J.

(2.2) 定理• f:X→ Y롤 C" Fredholm 寫斷이라하자. 만약 k>max cf의

指數， 0)이 면 f(Cf)는 Y 에 서 meager 이 다.

흉호)1가 Fre바101m 얀 것 이 必要조건임 은 反例에 의 하여 立證되고 있다(8J. 훌寶上 이

定理의 假定은 相當히 릿흉한 휩l限을 나다내고 있다. 가령 X에서 Y에로 가는

Fredholm 寫像석 存在하는 것은 X가 無限次元일 해 Y가 必然的으로 無限次元엉
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올 輝要하고 있다. 그러나 筆者가 생각하는 應用處는 O(X,H') 안에셔이고 H ’
윤 無限것元可分 Hilbeπ 공간이므로 위의 圖限에는 아우 구속됨이 없다고 본다.

3. Bard 定理의 g앓用

Whitney 의 Embedding 定理에서 觸密問題를 證明하는 데 있어서 Sard 定理

0.2)가 童要한 投劃을 했음을 안다(5). 參考로 이 定理를 다음에 소개한다.

(8. 1) 定理대Thitney) X·를 π 次元 Compact C'多樣體， k늘2라 하면 엄와

의 整數 O를s르k 에 대하여 ]ReX'딩 RP)와 E'(X·， RP)는 각각 P츠2n， p늘강z+l양

조건하에 셔 C'(X·, RP) 위의 norm-topology 에 서 閒部分集合。1 고 觸密하다.

위 定理 (3. 1)의 觸密問題흘證明하는데 있어서 定理 (1.2)를 利用했다는 事

寶(4J은 筆者로 하여금 定理 (2.2)가 [reX, H'), Er(X, H')가 Cr(X， H')에 導

入되는 適當한 topol앵y 에 서 觸密狀顯를 解明하는 데 重要한 짧훨I을 할 것이 라

는 뽑示률 갖게 한다. 다만 X는 無限次元 可分 Hilbert 공간 H에 模造된

countable base롤 갖는 Compact 多樣體이고 H'=HxR 이 다[10J.

이 應用에 한충 더 接近할 수 있는 한 定理는 다음의 것으로 생각된다(9J.

(3.2) 定理.X와 Y를 각각 한 Hilbert 공간 E 와 한 Banach공간 F 위 에 模

造된 圓濟多樣體라 하자.X가 可分이면 圖階 residual 寫像 f(즉 f(Cf)가 Y 에

서 內點을 갖지 않는 寫慶 f) 전체의 集合은 CO(X, y) 위의 fine topology 에 샤

觸密하다.

註) CO(X,Y) 위의 fine topology 라 항은 임의 의 ψ EOCO(X,Y)의 한 Fundamental system

이 모든 連續園數 η :X→~로 하여금 集合

S(rp,η)= lIP' EO CO(x,y) : (J(ψ(x)，IP'(x))<η(X)， XEOX}

훌 對應시키 도륙 定혜진 topology훌 말한다. 다만 g 는 Y에 容納되는 항 metric

이다.

위의 定理 ($.2)가 筆者가 暴圖하는 問題解決에 興味를 갖는 點은 가설된 X ,

Y가 더 일반척 언 無限횟元多樣題。l 고， 또 主張하는 內容은 임의의 圓濟罵慶

j:X→Y가 〔運當한 意味에서， 즉 fine topology에서) 어떤 한 residual 萬像으

로서 近w. 取授될 수 있다는 것이고 問題에서 注目되는 옳爆의 集合 [r(X， H')

와 Er(X， H')는 이러한 residual 寫像의 棄合에 포함펀다.

筆者는 [r(X， H')와 Er(X， H')가 多擾題 CrOζ H')에서 觸密한 開部分集合언

가롤 解明하려는 問題에 있어서 이들이 호 아년 閒部分集合염은 解혔하였으나

(IOJ, 觸密如否에 대한 解決을 위하여 定理 (2.2)와 (3.2)를 利用하는 것은 有
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限次元인 경우에 定理 (3. 1)을 證明할 때와 흡사할 것으로 쟁각된다.
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