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ABSTRACT

The quadratic and cubic force constants of hydrogen molecule are calculated by use of the one center function 
of Bishop. The master formula on which the computation is based was suggested by the previous work of one 
of the present authors. The results are in good agreement with the experimental values.

L 서 론

2 원자분자에서 원자간 포텐샬 에너지의 평형거리에 

서의 핵간 거리에 관한 미계수들, 즉 E®=（尹 

養=衝은 분자진동에 관계되는 중요한 상수들이다. 즉

는 binding energy 이 며 E⑴은 포텐샬커 브의 평 형 

거리에서의 기울기로서 0이 된다. E（釘, E⑴……은 

각각 quadratic, cubic force constant....... 이 라 불리 우

고 있으며, 이들을 모두 잘 안다는 것은 포텐샬 커브를 

보다 정확히 안다는 것을 의미한다. 이들 중에서; force 

constant 들의 이 론적 평 가는 대 별 하여 두가지 로 나눌 

수 있다. 첫째 방법 은 Born-Oppenheimer 근사에 따라 

서 여러 핵간 거리에서의 전자에너지를 계산하여 이를 

각각 2차, 3차, …… 곡선과 마추었을 때 얻는 계수 

로 대표케 한다. 둘째 방법은（세부에서 약간의 차들은 

있지만 결국은 모두） 섭동론에 의하여 평형거리에서 

포텐샬 함수의 핵간 거리의 변화에 따르는 번화율。，Q 

을 직 접 계 산하는 것 이 다. 어 떤 꼴의 trial function 을 

쓰더 라도 에너지의 실험치와 계산치와의 차가 R 가 

변화함에 따라 일정하지 않다는 선천적 결함에서 오는 

부정확성이 전자의 빙-법의 약점이 라하겠다. 에너지 그 

자체는 설혹 틀리더 라도 위에 말한 차 민이 일정하다민 

force constant 는 영 향을 받지 않고 바로 실험 치 를 정 확 

히 줄것이다. 두번째 방밥의 결함은 구하기 힘든 고차섭 

동함수를 알아야만 실지의 계산이 가능하다는데 있다.

우리는 전의 보문⑴에서 위의 문제점에 착안하여 근 

시식을 제안한 바 있으며 지금 이 보문에서는 수소분자 

에 적용함으로서 이 식의 유용성을 검도하고저 한다.

다음 절에서 파동함수의 선정에 있어서 고려한 일들 

을 설명하고 이 파동함수에 수반되는 여러 파라메터를 

제 시하고 계 산에 사용됲 working formula 를 유도하 
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였다.

제 3 절 에 서 는 고속 전 자계 산기 의 program 작성 에 서 

유의하였던 사항과 더불어 계산결과와 실험치, 타계산 

치와의 비교를 하였으며, 정성적인 고찰, 반벙을 덧붙 

였다.

2. 파동함수의 선정과 Working Formula

2원자분자에서 좋은 파동함수란 우선 실지의 평형 

거리에서 좋은 에니지 값과 평형거리를 주어야 할 것 

이다. ⑹ 대부분의 파동함수가 변분법에 의한 것이므로 

원칙적으로는 파라메터의 수가 많으면 많을수록 위의 

두가지 점은 좋을 것이 기대되나 그렇다고 하여 어떤 

물리적 성질을 대표하는 근사식을 검토하자는 입장에 

있는 우리로서는 계산과정에서 얻고 싶은 통찰이 아쉽 

기에 다협이 필요하다. 적분의 평가가 용이하면서 보 

다 복잡한 파동함수를 쓰고져 할 때 디딤돌이 되는 과 

정을 거치고 싶다, 이 부류에 속하는 함수로는 두 핵 

중간에 원점을 둔 궤도 함수들로부터 이루어진 분자 

파동함수(one center molecular wave function)가 있다. 

이호卜 같은 이유로 우리는 Bishop 의 함수⑺를 택하게 

되었다. 즉

塹=$二 Ck 蛎 (1)

奴(如⑴众2(2) +弧乂2)如w(D) (2)
이 며 여 기 条는 규격 화상수이 고 "q)들은 모두 분 

자중심에 그 원점이 있다.

三〔(24“・)f+*  (r (珈財+1))7〕

xr，"，T e-W Y也 ⑶

이다. 제 1표에 이들 파라메터를 수록한다.

저자의 앞서의 보문㈤예 의하면 QNE&RNH 
는 다음과 같이 근사적으로 주어진다.

Eg弍 f N!(& 録/"，니) —(_匸严 N 録 X

Jg (cos &)/小 E)次汕 (4)

여기 p⑺(r)는 전자의 수 V 로 규격 화된 first order den- 
sity matrix 이 다. 이하 수소분자의 계산에서 는 卩=2 

이다. 孔 및 E 矿는 각각 A 및 B 원자의 핵하전이며 좌 

표계 는 Fig.l 과 같다.

제 1 표 Parameter* of The One Center Function

K i Ck N k nKi 氣 ^Ki

1
1

0.80797 0.51476
0.9800| 0 0 1.2606

2 1.6872 0 0 1.3359

2
1

0.17914 0.59160
3.7455 0 0 4.3853

2 2.1172 0 0 1.2923

3
1

2
0.15416 0.70711

1.2778

3.6762
―으—
Lj

一으
0

1.1964

3.6485

4
1 
___0.02525, 0-70711

1.3134 0 0 1.2145

2 8.3233 4 0 10.0705

5
1

•0.09692丄 0.50000
2. 5673 1 0 2.1362

2 2.5673 1 0 2.1362

6
1

0.06748a 0. 70711
2.5600 1 1 2.0306

2 2.5600 1 ~1 2.0306

7
1

-0.01157! 0.70711
2.5803

— 1 0 2.2090

=으 4.6310 3 0 4.4649

즈. Ro=L38a. u.
b・ The parameters 그re defined by Eqs. （1）, （2） and （3）

Figure 1. Coordinate Sysfam
이제

,，"（，•）=£ E 2 C*K  Cj N* k Nj 泌* k\ （1）队 ⑴ 
K = I J = 1

3시如2〉+ S%2（l） ?J2（1） ＜&11们1〉

+ ©*K1 （1） ©J2（l） 31시。Ji〉

十必*2 ⑴们L（1）〈M1I如。｝ ⑸

여 기〈如/©"〉은 통상의 overlap integral 이 다. 그러 면 

「（Pn（cos 们《）/，#"） *。＞（，・）&=京 S 2 C**  Cj 

】V*K  Nj ｛〔。心,们1〕〈死21如2〉+〔如,知〕＜0心|们1〉

+们2〕〈如』如丄〉十 0K2, （6） 
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가 되며 여기서

〔如m”〕气伊Ki(l) {Pn(cos 6山)/々 죠*'}如 t(l) 妬

三〔(m Z 沈，0,(心成'，§')〕 (7)
(7)식 의 적 분에 나오는 operator 는 A핵 에 중심 을 

둔 변수로 부터 이루어졌으며 이를 우리의 좌표중심으 

로 옮기면⑴,

= I 2*334) 〔(1/砂) JJJ r =*  0

立■已(cos(*_Q)) 〕&, 
It-O\ U /

+JJJ (n I m, 0*  3 I' m', £') Q(N)(r, R)dt.

전공간

+j］J(nJ g*  (心，,”)〔(-1)〃R嗥;)

x (Rv/rv+1) F，,(cos(* —0))〕dr (8)

가 된다. 여기 (“卄)둥은 2항계수이고,

Q3>(r,R)=—(4，r/3) d(r—R) ⑼

Q«»(r,R)=—(4r/3R) 3(r—R)

一쁨成으沉沁(1°)

이 며 风尸一&)는 Dirac 의 delta functi이!이 다. 필요한 

적분을 한다면,

r. 「J, (2C)”융 (雄)"'눵 、/(2Z + l)(2Z，+ l)
I函,申W —Me Vr(2n+l)r(2re,+l) (C+Cz),+",+1

心叫 I 0 〃“+件 1、叶"("+"'+"+1； W)R) 
\ Ĵo\oool\-mom,)\ N A J KJV+w+1(C+C/)u

+ M%')(一獄'源)(t)n“” E CC+O-

「(，너-"'一까 (JY')R)} + t］：；, (11)

가되며, R=R시L

Tg-, m =—(等)K" I m, C)} n, i

(12)
j,⑴ J 4z 4工/尸 I «f n-irnf—2 \1

一詠--i式丁、 艮一)1

乂 ((/; I m, 0Qnflfmf, C)} r=R, i (13) 

이 다. ( £비 ) 등은 Three-jsymbo炒이며 r(a;x), r 

(a;z)들은 incomplete Gamma function 들이 다.

3. 결과 및 고찰

계산은 CDC 3300 전자계산기에 의하여 이루어졌으며 

subprogram 중 Gamma function 은 Werner et al. 3)의 

Inr(zr) 전개식 을, incomplete Gamma function 은 먼 

저 confluent hypergeometric function 으로 표시 한 것 

을 匸］■시 Kummer transformation〈⑴을 해서 얻은 식을 

기초로 하여 만들었으며 수표와 대조함으로서 정당성 

여부를 겸사하였다.

이제 우리의 계산 결과와 더불어 다른 사람들의 계 

산결과 및 실험치를 제 2 표에 수록하였다.

제 2 표 F하ce Constants of Hydrogen MoleculeCa. u. )

Wave function Method (澈g
知=

(將i
Mclean
Leies
Goodisman
Dvoracek and 
Horak

Interpolation
0.4009。

0.4013。

0. 3795。

0.438乎

Empedocles
Coulson
Wang
Weinbaum

Perturbation
Treatment

0.34c
0.217』

0. 265』

0.29"

-1.02c
— 1.21서

-0.92』

-1.02^

Bishop Present 
Treatment 0.359 一 0.994

Experiment 0.36 驴 一 1.25。

a. See Ref. 1, b. See Ref. 2, c. See Ref. 3» d. See Ref. 4
e. G. Herzberg, Spectra of Diatomic Molecules (D- Van 

Nostrand Co., Inc., New York, 1950)

첫째로 우리의 提값은 실험치에 대단히 가까우며 

이는 우리가 사용한 근사식이 뜻하고 있는 저차항과 

고차항의 상쇄를 입증한 셈이다⑴. 즉 总에 기여하는 

것 은 두핵 의 반발에 의 한 항(term)과 A 원자에 중심 을 

둔 力;전자분포가 거의 대부분을 차지한다. 그리고 우 

리 가 사용한 분자 중심 에 원점을 둔 Bishop 의 함수가 

厶원자 근처 에 么2전자 밀 도를 충분히 집 적 (build up) 

시켜 줌을 뜻하고 있다.

둘째로, 么의 계산값은 扇 와 같이 좋지는 못하나 

다른 사람들의 계산값과 거의 맞먹는 정도의 오차를 

나타내고 있다. 다른 사람들의 계산이 고차섭동을 모 

두 고려에 넣은 점을 고려하면 영차의 함수만에 의한 

우리의 근사식의 결과는 앞서의 주장(저차항과 고차항 

의 상쇄)을 재확인하면서, 또 한편으로는 근사식을 그- 

대로 받아들인다면 (7)식에 의하여 ^3(cos 总)와 결합 

할 sf0 또는 p0d0 성분이 厶원자에 적절하게 집적되지 

않은 것으로 판단된다. Homonuclear Diatomic Molec-- 

ule 에서는 함수들의 전개 중심 (expansion center)0] (대 

칭성때문에) 분자중심에 고정되어야만 한다. 수소분자 

에서는 0. 7a. u. 나 떠러진 곳에 厶수소원자가 있어서 

적 절한 charge 의 집 적을 위 하여 는 심히 복잡한 함수• 

(그러 면서도 에너지의 강하에 는 그리 기여 하지 않을것 
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으로 기대되는)만이 보다 나은 값을 줄 수 있을 것이 

다.

따라서 이 방법에 의한 계산은 厶 핵근처에서의 전자 

밀도의 기술이 보다 정확하다고 생각되는E)(일점전개 

를 할때) Heteronuclear Diatomic Molecule 에 서 시 

도해볼 만하다.

끝으로 이 계산을 통하여 여러가지 협력을 하여주신 

윤 경 근양과한국과학기술연구소전자계 산실의 최 덕 규 

씨등 여러분에게 감사의 뜻을 표한다.
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