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ABSTRACT
The variational approach for the direct evaluation of the energy difference AE is studied. The method 

is based on the differential equation corresponding to the integral Hellmann-Feynman formula. The 4E is 

given by the expectation value of the Hermitian operator which does not involve the 1/厂”term. Because of 

its variational nature of the method, the coupling problem of the differential equations which are encountered 

in perturbation treatment does not occur. The method is applied to the evaluation of the electric polarizabilities 

of the Helium isoelectronic series atoms.

The result is in good agreement with the experiment. The method is compared with the recent works of 

Karplus et al.

L 서 론

zero order function 이 single determinant 로서 주어 

지는 다전자문제를 섭동론으로 취급하려면 섭동방정식 

이 coupled form으로 되기 때 문에 iteration process15 

를 거치거나 또는 여러 단계의 군사를 거쳐서 uncoup- 

ling2) 을 하여 야 한다.

이 와 같은 c이ipled form 으로 기 인하는 번잡성 을 피 

함에 는 변분법 을 이 용할 수도 있으나, 반면 2전자 적 

분을 평가하여 야 하며 이 적분의 수는 basis function 

의 수와 더불어 급격히 증가한다.

상기 두 방법의 결함들은 외부섭동으로 인한 energy 

의 변 화一모든 차의 perturbation energy 의 합에 해 당 

한다—를 주는 integral Hellmann-Feynman formula'〉에 

대응하는 미방으로부터 출발하여 이에 변분법을 적용 

하므로서 일부를 제거 할 수 있다. 즉 variation method 

이기에 coupled form의 미방을 푼다는 필요는 없어지 

고 perturbation operator 에 일전자 operatcn■ 만이 들어 

있는 경 우 2전자 적 분은 나오지 않는다.

우리 는 이 방법 을 Helium 의 isoelectronic series 의 원 

자 및 ion들의 polarizability 의 계산에 적용코자 한다. 

이 들은 2 전자 문제 이 고 ground state 가 singlet state 

여서 perturbation theory 에 의한 계산에서 formalism 

의 te어에 흔히 쓰이고 있기 때문에 우© 방법의 평가 

오卜 타방법과의 비교에 적절하다고 생각된다.

다음 절에서 formalism 을 기술하고, 그 다음 절에서 

Helium isoelectronic series 의 원 자 및 ion 들의 polari

zability 계산을, 마지막 절에서 타방법 Q 과의 비교 및 

앞으로의 가능성에 대하여 언급하고저 한다.
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128 김 호 징 •조 웅 인

2. Formalism

integral Hellmann-Feynman theorem，〉에 의 하면 영 

차 hamiltonian H° 가 perturbation 받았을 때

H 也=EP (1)

HW=EW, H=H°*4H (2)

라 하면, energy 의 변화

JE=E~E° (3)

는 世〉/〈꺼世〉 (4)

로 나타낼 수 있다. 그리고 이 4E는 미방

(T—(TQ)/Q))+dH)W=#EW (5)

의 eigenvalue 에 해 당한다. 여 기서 7는 kinetic ener

gy operator 이 고 atomic unit 를 써서

T=勻0) 《)=_§▽； (6)

으로 나타낼 수 있 다. 많은 perturbation problem 에 서 

4H 는 흔히 one-electron operator 의 sum 으로 주어 

지므로幻 앞으로 그렇게 가정한다. 즉

4H=S) (7)

> —1

이 다. o] 제 (5)식 에 서 expectation value 를 취 하면

AE=〈方I 丁一( T0/0)+AH\ 矿〉/@ I 邳〉 (8)

가 된 다. © 와 世 가 (1)식 과 (2)식 의 exact solution 인 

한 (4)식과 (8)식에서 얻어지는』E 는 서로 꼭 같은 것 

임은 물론이다.

앞으로 single determinant form 인 B 가 주어 져 있 

는 것으로 생각한다.

즉,

毎⑴捫..........

©= 缶⑴如⑵..........如* (9)

"如⑵……")

이며, 여기서

〈饱⑴I枷。)〉=端 (10)

이 다.

이제 (8)식으로 주어지는 expectation value 는 trial 

function 世를 선정하여 variation method 의 적용이 가 

능하다. TS/e 의 many electron nature 때문에 생기 는 

복잡성을 제거하기 위하여는

塹=曲 (11)

의 꼴이 적절하다. 즉 perturbation의 효과를 전부 F 

로서 대표케 한다. Pauli principle 은賀가 반대 칭일 

것을 요구하니 R 는 전자의 교환에 대하여 대 칭적 이 

어 야 한다.

따라서

F=

华⑴AC2)…•… 
尤⑴f舟•……

、厶⑴厶⑵…•…

三⑴丿&⑴ ..扁灿) (12)

라 쓸 수 있다. 여기서 耻는 전자들의 permutation을 

나타내며 (12)식의 마지막 표현은 모든 가능한 permu- 

ta&m 에 대 한 sum 을 뜻한다. 즉〔 〕은 통상의 행 릴 

식 과 달라서 전개 하였을 때 모두 정 (positive)의 항이 

된다. (11) 식으로 주어지는苏 가 single determinant 

의 꼴이 되는 F의 특별한 꼴에는

V(l) /(2)....... \

F=六1)六幻..........f(N)
.............. C13)

'六D六2).......六N),

=須(1) f(2) ••….六N)

가 있다. 이 때

饥⑴如⑵..........们(N)

世=响⑴歸釘..........树N) (]4).

尔⑴如舟)........."

必0)=須(，)如G)

가 된 다. 이 는 况들이 어 떤 average perturbation 을 받 

는다는 것으로 생각할 수 있다. 그런데 (13)식의 꼴이 

자연히 얻어지는 경우가 있으니 이것이 앞으로 우리가 

다루려는 Helium isoelectronic series 의 원자 및 ion의 

경 우이 다. 이 때 는。丄 과 构 가 spin part 만 상이 하고 

space part 가 같아서 九二氏가 되어 如과如도 spin 

part 만이 다르게 된 다. 앞으로 (13)식 으로 주어 진 F 

를 사용하겠으나 (12)식 의 I「를 사용한다 하여 도 vari

ation method 의 적용에 관한 한 본질적 난관이 생기 

는 것은 아니다.

이제 (8)식의 적 분들을 간단히 하면 % 

기대치는

我三〈世 17—( T0/<Z>) + I 賀〉/〈我 I 宓〉

三王 3小一与+씨饥〉伸s广 (15)

가 된다. 그리고

筮三〈叭厶HW〉/頌仲〉

시如•冲S广 (16)
i 3

이 다, 여 기서 仲S’ 邳St 는 각각

姆s= ｛〈如泌»｝,村s= ｛〈由M〉｝ (17)

의 inverse 이 다.

다음에는 (15)식과 (16)식으로 주어지는 와 
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Integral Hellmann-Feynman Theorem 에 의한 Polarizability 의 •영 가 129

의 invariance property 를 고찰하여 도기 로 한다.

이제

' /纟三(01 如Wn), 으三(如 如Wn) (18)

라■는 vector 들을 정 의 하고 unitary matrix V와 W에 

의하여

血=史V (19)

7==^ P飞虹 W (20)

와 같은 변환。을 이 들 vector 에 하였 다고 하지-. 그러 

면 (10)식에 의하이

mmS= VS 卩=1 (21)

mS=W+掘S 片1 (22)

이 되고

川s= W*S W (23)

"S=V+翊 SW (24)

이 된다. 여기 여러 overlap matrix S 들은 (17)식과 

유사하게 정의된다. 이제,

@ 이S广7时S0〉토록 W를 선정 히-였을 때 一 1M 

order density matrix 의 invariance propery 에 의 하여

成=罩31 t—Qq 心 丄 치 PiY^a

=£；3i I t—Qq^qB 4-A| (pi\ p» (25) 

가 된 다. 다음은

® 쟈&*初0〉=毎k끼，」成〉토록 丫 및 " 를 선 

정하였을 때一

我=项0，I t—Qq 面 十씨 仑〉”斷 顷 (26) 
I 3

= 平皿1시化〉/〈冲仑〉 C27)

가 된다. 여기서 W가 우연히 상기 ①의 조긴도 만족 

한다면 (26)식은 (25)식으로 되돌아 갈 것이다.

우리가 다음 절에서 계산하려는 He 등의 문제에서는 

spin 때문에 V 및 W 가 모두.unit matrix 이면서 상 

기의 同와 ® 조건이 다 만족되는 경우이다. 즉,

He = 2〈© \ '\ t -(J 饥/如) 十 시。1〉/〈。】 渺】〉(28) 

刁£嘉=23］이少1〉/〈當©］〉 (29)

가 된 다. 그리 고 더 우기 (28) 식 의 Euler equation 은 

0-WQ + ")0l=(血 m/2)如 (30)

가 된다는 것은 喜미있는 일이다. 3전자 이상의 다전 

자문제에서 ©와 罗를 모두 Hartree product 라 하면 

(30)식과 같은 끌이 (5)식으로부터 바로 나온다는 것 

은 알려져 있는 사실이다"". 이 (30)식의 1st order 

perturbation equation 이 Sternheimer equation 10) 에 

헤 당한다. 여기 주의할 것은 (30) 식의 exact solution 

이 아니면 (28)식과 (29)식으로 주어지는 2最과 

‘页爲는 서 로 같다는 것 이 사전 에 벼一장되 지 않는다는 

점이다. 다음 절에서 우리는 (28)식의 우변의 적분상 

을 변분법에 따라서 minimize 하여 如(버효1 function) 

속에 들은 parametei■ 를 결정하고저 한다.

3. Helium Isoelectronic series 원자 및 Ion의 

Polarizability 의 계산

-，주으로 향한 electric frield e 에 의 한 perturbation

은 원 자의 electronic energy 에

"=：e("/况)m十费财2矽旋z)m+… Qi) 

라는 변화를 가져온다. 여기서 polarizabilty 는

a=一 (”2£/泥2)£=。 (32)

로서 정의된다, 그리하여 perturbation hamiltonian 은

h— — zrcos0, (cos 0 oc 丫侦(们争)) (33)

가되며

a—~2x(J£ 중의 0(营) 항의 계수) (34) 

로서 polarizability 를 얻 게 된 다.

이 제 Helium isoelectronic series 에 서

缶=3(尸)竄()(涉,0) (35)

Ol=(1 + e C(r) Ylft(0,。))爲 (36)

즉

WCG)匕Q,舟 (27)

라고 하면 (28)식과 (29)식에서

hl A——讦亦质荷可庭一

土卖 2〈如上二竺쏘의C%。으， (38)

Mh$=2eV妇—尸 cos〃]Cy 同1〉 (39)

가 된다. 여기서 CYm 은 c(广)匕(腐逐)의 약기호이다. 

그러 면 (34)식 에 의 하여 polarizability 는 (38)식 과 (39) 

싀에서 각각

仃伍=一4 ｛〈C y 10^1 I \ C Y 10^1>

+2<妃 一 广 cos 이 CYioQ｝ (40)

釦“=一4｛〈。打一尸 coMICYh渺 i〉｝ (41)

가 된다.

그런데(38)식의 우변의 기대치를 C&)에 콴하여 변분 

할 때 8는 unity로 고정 하여 야 한다. 이 는 五와 奶 을 

각각

饥=(1 + C(厂)Y10(% 中))©】 (42)

h=—rcos0 (43)

으로 하여서 (28)식의 우변의 기대치를 변분하는 것과 

같다. (42)식에서 CO) 은

C(r)-Ctr+C2r2 + C3r3 (44)

로 된다, (44)식에서 원한다면, 尸의 고차항들을 더 넣 

을 수 있겠으나 pilot 계산에서 이들 고차항의 기여가 

크지 않음을 확인하였으므로 "항 까지로 끊었다.
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130 김 호 징 •조 웅 인

이 계산에서 爲 으로서는 single Slater-type orbital 

(with optimized orbital exponent)오｝ Lowdin 의 funct- 

ion3)을 사용하였다. 그리고 Karplus et 시. ⑺ 의 

review 를 겸한 최근의 보문⑷에 발표된 perturbation 

approach 의 uncoupled method 와 비 교하였 다.

이 uncoupled method는 우리의 방법 과 계 산의 degree 

of complexity에 있어서 비둥하기 때문이다.

4. 계산 결과 및 고찰

사용한 zero order function 의 parameter value 를 제 

1표에 수록한다.

a calculated by variational treatment

b ©i=Aiexp( — &r)+A2exp(—&r) (see Ret. 10)

제 1 표 Parameters of Zero Order Function

Atom or Single Lowdin Function6
Ions Orbita"£)孔 瞞 A A2

He 1. 6875 1. 4287 2. 7022 2. 7772 1. 8601

Li" 2. 6875 2. 4346 4.4250 6.6641 2.5818

Be- 3. 6875 3. 4405 6.1478 11. 593 3.1236

B+3 4. 6875 4. 4464 7.8706 17.382 3.6049

C+4 5. 6875 5. 4523 9.5935 23.919 4.0324

zero order wave function 을 Lowdin function 으로. 

했을 때 우리 의 방법 에 의하여 얻은 (44)식의 parameter 

Ci, C2, (纨 의 값들을 Karpus et 이, 의 방법에 따라서 

얻은 값들과 더불어 제 2 표에1、수록한다.

Karplus et 成.의 방법은 여러단계의 근사를 거치는 

perturbation approach 로서 2nd order energy 부분만을 

minimization 의 대 상으로 하고 있 다. 즉 그들의 방법 은 

우리 의 (28)식 의 2nd order part 인

Eh. ⑵=2{3i ⑴ (圮，为)| 山⑴〉+2《시研 山⑴〉}

=2e2 {■(C Vio1?! 11— 아© J ©i) ] CYi祯I〉

+2〈但|—rcos 이 CYioS〉} (45)

를 minimization 의 대 상으로 한다. (이 때 e=l 로 놓 

고함은 물론이 다. ) 그리 하여 이 의 Euler condition 인 

Sternheimer equation。)

0-(的/有))仇⑴+胳=0 (46)

이 만족된 것으로 간주하고 exact 2nd order energy 

form 인

⑴〉

==2£《如 一 ”冶이 (7匕0们〉 (47)

으로부터 polarizability 를 계산한다. 즉 형식 적 으로는 

(40)식을 minimize 하여 읻은 C(r) 값을 (41)식에 넣 

어서 u 를 얻는 세이 다.

제 2 표 Parameters of Perturbed Wave Fun라io"

Atom or
jons Method of Karplus et al.b

G G
Present Treatment”

C2 c3

He 0. 32991 0. 37600 0. 00029 0. 27819 0. 30567 -0-01513

Li+ 0.13256 0.12626 一 0. 00034 0. 14875 0. 16748 0. 02144

Be++ 0.07099 0.15128 一0. 00042 0. 07135 0.13889 -0. 00047

B+3 0. 04414 0.11621 -0. 00042 0.04352 0. 11760 一 0.00171
C + 4 0. 03007 0.09428 T). 00039 0.03149 0. 08885 0 00613

a Lowdin function (Ref. 10) is taken as zero order.

b C's are obtained by Eq. (45)through optimization.

c C's are obtained by Eq.(38) through optimization.

제 3표 Polarizabities (A)

Atom or Ions Single Orbital

Method0 of 
Karplus et al. 
by Eq. (41)

Lowdin Wave Function”

Present Treatment

Experimental 
value7

Method*1 of 
Karplus et al. 

by Eq. (41)

Present 
Treatment 
by Eq. (40) by Eq. (40) by Eq. (41)

He 0.164 0.160 0. 224 0. 202 0. 173 0. 2038

Li+ 0.0255 0. 0255 0. 0305 0. 0304 0. 0299 0. 0283

Be++ 7- 20x10-3 7. 20x10* 8. llxlO^3 8.10 x 1(厂 3 7. 73 乂1(厂 3 .......

B+3 2. 76x10-3 2. 76X1B 3. 01 x 炉 3. OlxlO"3 3. OOxlO-3 .......

C+4 1.27X10'3 1. 27 x 10'3 1.36x10^ 1.36 xlO-3 1.37x10^ .......

a See Ref. 4 

b See Ref. 10
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제 4 표 Polarizabilities (A)

Atom or Ions Coupled Method 

of Dargarno®

Method of 

Karplus et alat

Method of
Sternheimer4

Experimental 

value**

He 0.196 0. 220 0. 236 0.2038

Li+ 0. 0281 0. 0304 0. 0316 0. 0283

Be 7- 69 x 10'3 8.15x10-3 8.3X10'3 ......

B,3 2.90x10-3 3. 04 x IL 3.08X10"3 ......

Ci 1.32X10-3 L 38xIO-， L39xl0*3 .......

a See Ref. 4

b See Ref. 9

(40)식과 (41)식온 각각 (28)식과 (29)식에 근원이 

있고 이들은 §2끝에서 기술한 바와 같이 동일할 것 

이 보장되고 있지 않음을 재언해둔다.

다음의 제 3 표에는 상기 두 방법으로 계산한 polari

zability 를 싣는다.

끝으로 참고를 위하여 실험치와 과거의 대표적 계산 

으로 우리와 같온 유형(奶 또는 饥 의 꼴이)에 속하는 

것 5.幻을 제 4 교에 수록한다.

제 4 표의 제 2 열 과 제 3 열은 Dargarno 의 c이ipled 

method 와 Karplus et al. 의 uncoupled method 에 의 하 

여 zero order wave function 으로서의 Clementi。】〉wave 

function 을 써서 얻은 것이다애). 1st order perturbed 

function 에 5 개 의 liner parameter 롤 사용하였다. 전 

자는 2nd order perturbation energy 의 variational 

form에서 iteration을 거쳐서 parameter들이 결정된 

다. 이 방법은 번잡한 process 인 반면에 실험치와 거 

의 일치하는 값을 준다. 따라서 실험치가 없는 ion 들 

의 계산에서는 이 값을 비교의 기준으로 잡아도 무방 

할 것이 다. 그런데 여 기 Karplus et al. method 에서 

는 앞서 기 술한 바와 같이 (41)식 에 서 a 를 구하였으 

나 E니er condition 이 만족 되 지 않으니 (40)식 을 그 

대로 사용하였다면 여기서 얻어지는 값들은 제 3표에 

서 우리가 경험한 바와 같이 더 큰 값들을 얻었을 것이 

며 그 결과는 보다 많은 차를 가져올 것을 의미한다.

제 4 표의 제 4 열은 우리 와 같이 L6wdin의 function 

을 써서 Sternheimer®) 가 perturbation treatment 를 

한 것이다,

제 3 표의 제 1 열은 pilot 계 산으로 Slater-type single 

orbital (optimized orbital exponent 를 지 닌)을 zero 

order wave function 으로 한 것이 다. 값들 자체 는 그 

리 좋지 않으나 nuclear charge 의 변화에 따르는 ct의 

변화의 경향은 일치한다.

우리의 방법은 적어도 He-series 에서는 coupling o] 

완전히 제거되고 앞서 (30)식고卜 갇은 Euler equation이 

유도됐다. "(peHu나)ation)에 대칭성이 있는경우에는 

이 미방이 풀려질 가능성이 짙다. 그러나 이는 eigen

value problem 이 므로 그 해 가 용이 치 는 않을 것이 다.

그리 고 앞으로 보다 정 확한 Clementi function⑴) 같 

은 것을 zero order wave function 으로 하여 trial 

function 에 보다 많은 parameter <■ 넣으면 (40) 에 

의한 값은 보다 좋아질 것이 기대되며 (41)식에서 얻 

은 값과도 서로 가까와질 것이 기대된다.

나iree-electron 이 상의 문제에서는(40)식 이 나 (41)식 

과 같이 단순한 form 은 얻지 못 하겠지 만 (12)식 으로 

주어진 F를 쓰며 에 충분히 많은 parameter 를 주 

면 역시 좋은 accuracy를 기대할 수 있을 것 같다.

이 보문의 원고정 리 를 도와준 남 정 이양에 게 사의를 

표한다.
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