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짧의 生成系에 있어서의 힘l限된 Burnside 間題에 對하여

朴 옳훌 構

1. 序옳. 制限된 Burnside 閒題를 解뾰하치 f옳하여 交換子와 associated Lie

環의 使用， 特히 뼈I限된 Burnside 閒題의 prime exponent 에 있어서의 解률

，論한다.

G群의 元 x 와 y 의 交換子에 對하여 記號 (x, y) =X-1y-lxy를 使用한다.

H 와 K 가 G 이 部分群일 혜 모든 交換子(h， k)(h€ H , k ε K)으로 生成되

는 部式群을 (H , K)로 쓴다. 群 G 가 주어겼을 해 ， G1=G, Gi=(Gi- t. G)

<l=2. 3······)으로 定義된 部分群은 G 의 lower central series을 만든다.

G1 ::2G2깅G3깅그Gn길Gn+ 1그 . (1)

lower central series 의 定義에서 萬- 어 떤 % 에 對하여 Gn=Gn+1 이 연

Gn=Gn+l=Gn+2=······=Gn+i=······ (2)

이다.

群 G 가 nilpotent이면 어떤 t 에 대해서 Gs+ i =l 이다. 짜라셔 Gs=l 이다.

有限群 G는 그것이 P 群(그것플은 G 의 Sylow 部分群)의 直樓일 며}에 !썩하

여 nilpotent 임 이 알려 져 있다. 이 와 같이하여 P를 素數로 할 혜 exponent

pS 의 群이 有限群이 연 nilpotent 이 다.G 가 7 個의 生成元을 가진 自 由群。l 연‘

Gn1Gn+1윤 μTen)個의 生成元을 가진 自由 Abel 群이 되며

μr(%) = 3re;μ(증 )1"" (3)

이 다. 여 기 서 μ(n)은 Mobius 의 띤링數이 다. 01와 같이 하여 G 가 7 個의 元으로

生成되고 exponent 가 pS 이 면， 剩奈群 G;/Gi+1의 各各은 有限群이 므로， G는

nilpotent 얼 혜에 限하여 有限群이다. 또， 어면 큰 自然數 N 에 對하여 GN=l

이고또어떤 自然數%에 對하여 Gn=Gn+ 1 이면 ， (2)에서 Gn=l 이다. 그러므

로 制限된 Burnside 問題는 Gn=Gn+1 인 % 이 存在하면 肯定的으로 解決된다.

Kostrikin [쩌 에 依하면 G=B(5. 2)일 예는 G13 =G14 이고 2 個의 生成元을 가

지는 exponent 5 의 最大有限群의 位數는 533 이 다.

Graham Higman [1]은 制限된 Burnside 間題를 exponent 가 5 인 경 우
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生成元의 수효가 有限얼 돼 解決하었다. Kostrikin [4]은 prime exponent 의

경 우에 間題를 解決랬다.

지금 x-Iax=a"와 같이 놓으면 먼저 導入한 ((x, y) , z)=(x, y, z)를 使用

하면 交換子에 對하여 아래와 같은 몇 개의 휩측흉式。] ffl.1f.한다.

(x, x)=I, (y, x)=(x, y)-I (4)

(x, y, z) = (x, z)Y(y, z) = (x, z) (x, z, y) (y, z) (4a)

(x, y, z)=(x, z)(x, y)z=(x, z)(x, y)(x, y, z) (5)

(x, y-I , y)Y(y, Z-I, X)Z(Z, X-I , y)%=1 (6)

(x, y, Z)(y, z, x)(z, x, y)

=(y, X)(Z, x)(z, y)%(X, y)(X, Z)Y(y, z)%(x, Z)(Z, X)Y (η

여 치 셔 (Ci, Cj) c:-Gi+j 연 것은 알려져 있고， 또 (η의 右邊응 (Gz, G잉)의

JG인 것도 容易하게 나용다.

할等式 (4)-(7)은 Lie 環의 경우와 거의 갚다.R 이 associated ring 야면 R

에 있었어의 Lie 積 [x, y] 은

[x, y] =xy-yx (8)

와 같이 定養된다.

다음 힘等式이 成立한다.

[x, 쩌 =α [y, x] =- [x, y] (9)

[x, y, z] = [x, z] 十 [y, z] (10)

[x, y+z] = [x, y] 十 [x, z] (11)

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] =0 (12)

特허 (12)는 Jacobi 훨等式으로 알려져 있다.

Gr싫lam Higman [3]의 方法에 학라서 , 群 G에 셔 Lie覆 L융 훌훌導하맴 if
意의 自然數 i, j 에 對하여 (Hi, Hj)드Hi+j 인 正規部分群의 혔I

G=HI깅Hz극H3그 깅HI극...... (13)

쨌수을허E률

L 의 加法群윤 。l 했l의 觸*群 H;/HI+I 의 直和이다• 01 혜 H;/HI+1의 元

을 ?1(數 i 의 齊?1(j(;0] 라 현다. 寶?1(元의 大括孤乘풍윤

[gIHi+h gjHj+d =gi-IgFI9i[J jHi+j+I (14)

에 依하여 定훌훌된다. 또 (14)는 R-?1(性 (10)과 (11)에 依하면 L 에도 據꿇
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된다.

G에 서 의 (η에 의하면 L 의 齊양元에 對한 Jacobi 힘等式(12)흘 얻올 수 였‘

고 꼈-ti(性에 依하여 야것은 L 의 tf:훌의 元 S에도 鍵張된다.

지 금 G률 exponent ps, k 個의 元으로 生成되 여 있고， 포 L °1 (14)에 依

한 assoriated Lie 環°1 라 하면， L"=O. G，， =G"+101 고 (2)에 依하면 GII =1 °1
다• n 이 同i한 各各의 有限群 G 에 對하여 , G의 位數에 對한 限界bcpS， k)

가 있는 것。l 알려져 있고， 그리하여 制限훤 Burnside 閒題의 肯定的인 解決;

을 보게 원다. 素數 홉 exponent 에 對한 蘭l限펀 Burnside 閒題는 풀야하는 것

윤 associated Lie 環이 nilpotent °1라는 것과 同健이 다.

Kostrikin [4]용 prime exponent p에 對한 짧l限된 Burnside 間題훌 解決하

었는페 , 그는 Philip HaIl [1] 結果에 셔 出發하고 있다. 휴 exponent p의 群

G에셔는 任意의 X와 y 어1 對해

p-l
(y, ;::깃갚)三1 (m여 Gp+I) (15)

가 成立한다는 結果。l 다. 여 껴 서 左邊의 交換子의 무게는 p 이 다. associated

Lie 環에셔는 x의 個數7} p-l 일 빼

[Y, x, …….쩌 =0 (16)

로 된다. (15)에셔는 記鏡 ((al> ……, a,,-I), a,,) = (al> ……， a，，)흘 使用하고 있A

나， (16)에셔도 같다. 條件 (16)윤 位數 p-l 의 Engel 條件이라 불리운다.

(15)에서 (16)을 얻고자 활 혜 L 의 齊k元에 對해셔만이 아니고， 모든 元에

對해서 얻a려면 다소의 注意가 心要하다. Kostrikin [4] 은 m<p 인 m 에 對효F

여 m~의 Ensel 條件율 輪足하는 標數 P의 Lie環 L 에 는 훤짧 nilpotent ideal

이 存在한다는 것을 證明하었다. Lie 環 L 의 一般짧에 依하연 有限生成。l 고 。l

性質을 가지는 L 응 JD‘然的으로 nilpotent 01 다. 하라셔 適當한 自然數에 對하

여 L"=O 이 고， 또 G,,=G"+I °1므로 劇限된 Burnside 間題에 對한 肯定的인 解

률 얻는다.

Lie 環 L 에 있어서의 inner derivations가 。l 루는 環 D(L)를 다옴과 같얘

定훌훌한다.

A(x) : 모든 UEL 에 對하여 μ→ [μ， 찌 (17)효 하자. 여 기 셔 A(x)은 加옳群

A로의 L 의 自己擔同훌훌 對應。1 다. 環 D(L)윤 A(x)로 生成되는 環이고， (9)

-(12)에 依하여 다음이 成立한다.
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A(x+y)=A(x)+A(y) (18)

A( [x.y]) =A(x)A(y) - A(y)A(x) = [A(x). A(y)J (19)

여 71 셔 (19)는 主로 Jacobi 桓等式(12)에 依存하고 또 (19)의 右邊의 大括孤

눈 環 D(L)에서의 (8)로부터 얻어진다 • L 에 nilpotent ideal 이 存在하지 않

으면 L 에 셔 D(L)의 옳慶(17)은 faithfull 하다. 따라셔 簡單허 A(x) 代身에 X

로 쓰면 Engel 條件(16)은 D(L)에 셔

xP- 1=0 (20)

와 같。1 된다• D(L)에서의 條件 alaa······a"'=O윤 L 에서 모든 μ 에 對하여

[u. ah a2• ..•.••• a찌] =0 이라고 하는 것과 同障이다.

2. 制限원 Burnside 閒題의 考察 術즘홈와 定義는 主로 K∞trikin [4]의 것을

짜륜다.

定義• Cm은 0 이 아난 D(L)의 元으로셔 D(L)의 任意의 b에 對하여 • C",ble",

=0. (i =0• ......• 2m-I)융 爛足한다.

補題 1. 어 떤 Cm(ηZ "2::2)가 存在하면， 다음 元의 하냐는 어 떤 C"'+l 야 다.

C",. 어떤 a 에 짧하여 Cκ= [C".a2"'+lC",]. 또는 어 떤 a와 d 에 對하여 [C""

,d 2"'+lC",'] •

補題 2. L 가 n<p 언 x 에 對하여 n~의 Engel 條件을 購足하고• mo 가

(n- l)/2 보다 크지 않은 最大整數。l 연， 어떤 C"'O 로 生成되는 ideal N는

nilpotent 이고• N2=0 이 다.

이 것들로부터 다음 補題를 얻는다.

補題 3. D(L)가 어떤 元 C2 률 包含하면.L 는 nilpotent ideal 을 包含한

다. Kostrikin 의 남윤 얼윤 元 C2 툴 찾아 내는 것이마.

補題 4. D(L)은 C울O. C2=0 언 元을 包含한다.

補題 5. D(L)은 어 떤 元 C2 를 包含한다• Kostrikin은 D(L)에 서 V"'-1촉O.

ψ"'=0 이면 • 4:::;;:m 인 條件 밑에셔 D(L)의 任훌의 w 에 對하여 [ψV"'-l] "'-1=0

A로부더 b~O. lJ3=0라고 하는 元을 구랬다.

L 가 locally nilpotent가 아니면 모순。1 생긴다는 것으로부터 , 그는 다용 結

果폴 얻는다.

定理. (Kostrikin) m<.p 언 m 어l 對하여 m~의 Engel 降件을 爛足하는 標

數 P의 Lie環은 locally nilpotent 야 다. 따라셔 劇限된 Burnside 間題는



群의 生成系에 있어 셔 의 험I限환 Burnside 문체 에 對하예 29

prime exponent p 에 對해 셔 는 肯定的으로 해결된 다.

exponent PS(s> 1)에 對해 서 는， 훤I限된 Burnside 間題는 해 결되지 못하었

다. Associated Lie 環에 서 의 元의 JJU품的 位數는 P 라치보다는 pS 01고 그것 。l

複雜性을 1m한다.

exponent 4 의 群에 셔 는 Sanoy가 群 B(4, k)의 有限性을 證明하었으므로

制없된 Burnside 間題와 制限하지 않은 Burnside 間題는 一致한다. C. R. B.

Wright [5] 윤 G=B(4. k)에 對하여 GSk二GSk+ 1 =······ ， 그러 고 Sanov 의 結

벚를 使用하여 Gsk=1 을 表示하고.G 의 class 카 3k-1 임 을 證明하였다. 01

것은 꺼論B(4， k)의 位數를 評價하는데 Sanov 의 本來의 일 보다 훨신 精足할

꽃健를 提供하고 있다. exponent 4 일 혜는 任意의 x와 y 에 對하여

(Y, X, X, X, x, x)=1 (21)

임 을 안다. 01 것은 5次의 Engel 條件이 다. Wright [5] 의 主要한 結果는 (1)

%늘6 및 (2) ai 가운데서 넷 또는 그 以上이 갇다고 하는 條件이고

(a r. a2, ... "', an)三 1 (mod Gn+1) (22)

라고 하는 것 이 다. 이 것으로부터 容易하게 B(4, k)의 class 카 3k 라고 하는 網

果를 얻는다. 特別한 論法에 依하면 。}것이 3k-l 으로 뽑띤꺼다.
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