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無限~j[; Cr 쫓樣훌훌에 關하여

￥ 홉홉 泰

F￥請. 本題에 판하여 이 번 機會에 討論하고자 하는 것은 無限t1Z元 cr 多樓
體의 定훌훌부터 始作해서 두 깨의 無限iX元 多樓題 X와 Y 에 매하여 X 에셔

Y 에 로 가는 C'寫顧 I:X• Y 全體의 集合 δ'(X. Y)에 어 떤 方法으로 徵分可

能構造를 주어 셔 6’ (X. Y)를 한 개 의 無限t1Z元 多樣體로 짧定할 것인가 하는

것이다. 이와 같이 決定되는 多樓體 캄(X. Y)는 그 魔用範圍가 相當히 넓 o

며， 이에 對한 冊究도 相當허 活撥한 것으로 알려져 있다. 여 71 에셔 論하는 方

法은 R.Palais 교수의 홈見을 書輪往來를 週하여 얻은 S. Smale 교수가 閒紹

한 方法인데 그가 1963 年度 Columbia 大學校에서 講義한 徵分位相學에 나타난

것 이 다. 끝으로 한 廳用分野로서 理藏(embedding)에 판한 1vf究閒題블 提示

하였다.

1. Frechet 徵分法.A를 任意의 集合.F를 norm 이 주어진 한 線뀔空閒

이 라 하고• B(A. F)를 A 에 서 F 로 가는 有界빼數의 集合으로서 norm 이

IIμII=Supllu(x)II
x<A

와 같이 定훌훌련 norm線쩔空閒을 表示하는 것으로 하자. 萬若 集合 A 가 한

位相空閒일 혜는 δ。 (A. F)를 A 에셔 F에로 가는 有界連續함수들의 集合으로

위와 같은 方法으로 定義된 norm S!...로써 norm顧型空間을 表示하는 것 o 로

하자.

定理 1. 萬若 F 가 한 Banach 또閒이면 B(A, F)와 δ。 (A， F)도 또한

Banach 空閒아 된다.

Ej 와 F 를 모두 Banach 空間이라 하자• i=1. ······.n. 그러고 I: IIEj- • F

라 하자.1가 有界라 함은 한 陽의 實數 K 가 存在하여 모든(X1> •••••• , xn)EllE j

에 대하여
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定理 2. I: II E.-→F훌 한 t 觀훨뼈數라 하자• 17} 連續이 될 必要充分

초건은 f가 有界안 것이바.

系• II E.(E.=E)에 서 F 로 카논 運續 n-線쩔罵慶 全빨로 이루어진 線型空

獨 L,,(E. F)는

i1ull=Supllu(x) II
11":1-1

확 갚。l 定靈원 norm 으로써 한 Banach 空閒을 이푼다.

앞으로 E. F. G 等은 Banach 空閒을 表示하치로 하자.

U폴 E 의 한 開짧分集合이라 하자. 두 개의 連績廳據 I. g: U-+F‘가 한첨

'XOfU에서 셔로 接한다 함용

( II/(x) -g(x)1IQ(x) = I IIJ \，~~ ~ \;"/11. x ;exo 혜1 IIx-xoll

l 0 • x=xo 혜

와 갚이 定훌훌된 寶園數 Q:U• R 가 Xo 點에 셔 運續엄을 말한마.

활. 1) 1와 g 가 Xo 에셔 셔로 接하연 I(:xo) =g(:xo)를 얻는다.

2) 1와 g 가 Xo 에셔 서로 接한다고 하는 關係는 相等關짧이다.

등E뚫.A플 E 의 if:意의 都分業合。l 라 하자. !E I: A• F 라 하자. 한 顧웰

뽕홉燦 L:E→F와 한 點 xoEA 에 한 훌像 al(xo. L): U→F풀 對應시키는데

이 對廳되는 廳嚴 α/(Xo. L): U→F는 a/eXo. L)(x)=/(xo)+L(x-xo)와 강

에 定義되었다고하자.

定理 3. U를 EP쟁펙 환 團홉IHJ-業암야라 하자- 만얼 t:U→F카 運鍵。1 .:i1.

XofUO] 라 하면 α1(Xo. L)와 f카 Xo 에저 셔효 援하는 線쩔훌훌爆 L:E→F는

많아야 한 개 뿜。l 다. 하라서 存在한다면 L 는 唯i하다.

U를 E 內의 한 閒都分集合이라 하자. 한 $홉嚴 I:U• F‘ 7} XoEU 에서

(Fr용ehet) 徵分可能야 라 향은 한 線型옳像 L:E• F 카 存在하여 f와 αl(X，ω

L)카 Xo 에셔 셔로 接함을 意味한다. °1 혜의 唯-한 線쩔慮像 L툴 Xo oil 서 取

환 f 의 (Freehe~) 훌훌훌라 하고 記號로 L=Df(xo). /'(xo) 響으로 表示한다.

맘얼 f가 U 內의 모듬 點 f얘셔 徵分能。l딴 f는 U째서 微分可能야환 딸융

쓴다. 그라고 빼數 Df:U→L(E.F);x→DI(x)툴 f의 導훌훌라 한다.

흙• XO 에셔 嚴分可能

Jim과따)-ul.갚~좌얀겐E.-=11m _Ilf(x)_-I(:x씨-:-f' (:xo?J강잭팍=(\
;::;; 1!:X-:XoIIE -;:;; 11:X-:XoIIE -v
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萬휩 j:U-.F7l- U 에셔 連績이고 또 澈分可能。 l 고， 나아가셔 D:j프1)

(O- lf)가 또한 모든 ;=1. ······.r-l 에 벼해셔 U에셔 連續야고 微分可能이연

뺑數 Drf:U• Lr(E. F)률 f 의 r 階次 導훌훌훌라고 한다. 한 옳慶 f:U• F

가 C' 級이라 함은 모든 ;=0. I. ......• r 에 대하여 ;-階次 導빼數가 U에 셔 定

義되 어 있고， 連續야고.!E 有界임을 意味한다.U에셔 의 모든 C’ 級 옳顧全體

의 集合을 δr(U. F)로 表示한다. 짜라셔 δ’(U. F)는 한 Banach 空間• O~r

s∞인데 이 혜의 norm은 C" sup. norm 이라 해셔

Ilfllr=Supε:'IID‘'1(μ) II.

단 DOf==/. l/lYf(u) 11=않R빠I(ω (t) II. i>O와 같이 定靈된 norm 을 取하는

것 o 로 한다.

2. 徵分可能 多훌훌훌훌와 훌훌像. S를 한 Hausdorff 空閒。I 라 하자. S上의 한

chart 라 함은 어천 셋혜 (U. rp. E)를 말하는 것이다. 다만.U는 S 의 한

閒部分集合。 l 고， ψ :U• E 는 Ba끄ach 空閒 E 의 한 閒部分集合에혹의 f1r.相

同型 훌훌慶。l 다. S上의 cr atlas 라 함은 S 上의 chart들의 한 모임 VI=

(Ui , φj ， E;)를 말한다. 다만 {Uf}는 S를 덮어 야 하고 또 모든 i. j 에 래 하여

φjoψi~1 : φi(U;nUj)-→rpj(UinUj)

는 Cr 級同型(jijl c'級이고 또 C，.級의 훨훌홉嚴을 갖엄)이라야 한다.

두 개의 C,. atlas는 그들의 集合的和가 또한 Cr atlas 얼 빼 cr 級相等。I 라고

한다. 한 cr 級 相等組를 S 上의 c"~홉造라 한다.

한 cr 級 쫓樣훌훌라 함은 한 ~ X=(S. VI)흘 말하는 것언테 다만 m는 S 上

의 한 cr
構造를 가르킨다.

註. 萬홈 X 가 連績 Cr級 多樣體이면 Ei츠E 가 모든 i 에 배해서 생립하는 한 Banach

훗閒 E 가 存在하는데 。l 혜 X를 E 소에서 模造된 Cr級훌樣體라고 한다.

X 와 Y를 C' 級 多樓體라 하고 f:X• Y 라 하자.X의 한 C,. atlas{(Ui •

ψ'i. E;)}와 Y 의 한 Cr atlas{(Vj. φj. Fj)}카 存在하여 모든 i. j 에 판해 셔

Ii/=ψ。f。φi-I: rpi(U;nf- 1V;)-→ψVj

자 Frechet 徵分法외 뭇에서 C，.級옳爆이면 f흘 cr 級훌용像라 한다• I카 cr 級

야 고 또한 cr 級의 連쫓홉慶을 갖으면 f률 cr 級同型이 라고 한다.X 에 서 Y에로

7}는 모든 敬옳慶의 集合을 C"Ur(X. Y)로 表示하기 로 하자.

이 集合 δ'(X. Y)에 어 떠 한 方法으로 한 微分可能構造카 導入필 추 있을 것
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안카에 내해서 한 一般的인 方法을 이에 말하고 그 다음에 具醫的으로 한 標

쭉흥構造를 建꿇하는 方法을 招介할 것이 다.

δ'(X， Y)의 한 部分集合 m 야 한 C' 級多樓體로셔 evaluation 寫像 ev:M

xX• Y, ct, x)→I(x)이 C' 級。I면 M 를 X에서 Y 에로의 훌훌像의 C' 級多옳

g훌타 한다.

위와 같은 定義가 과연 뜻이 있는 것언가 나아가셔 이러한 多樓體가 存在하

는가 하는 間題를 解뾰해 주는 한 適切한 方k옳은 所謂 6'(X, Y)의 c' 級標쩔훌
構造툴- 例示하는 걸언레 이는 S.Smale 교수와 R.Palais 교수들에 의하여 開fE

된 것。l 다.

이에 돼한 뺑示를 위하여 우선 다음 事項을 청협연하여야 할 것이다.

3. Banach bundle. 한 局所的 Banech bundle 이 라 함은 한 셋혜 π三(UX

E, U, π) 또는 한 寫顧 π :UXE→U를 가르키는 것인데， 다만 U는 한

Banach 空閒 E의 한 閒部分集合°1고 π :UxE→U는 第一因子에 對한正射옳

嚴이다· π프(UXE， U, π)와 p三αrXF， V , p)를 어떤 두 개의 局所的

Banach bundle 이 라 하자. 한 C' 級 局所的 bundle 寫像이라 향은 c' 級寫慶블
의 한 :$x ct, Ie)를 가르키는 것인레 , 다만 다음의 조건틀을 心要로 한다.

Jm

(i) diagram

가 交換的。l 라야 한다. (Jm pol=효。π)

(ii) 모든 μ €U에 對하여 IIπ-leu)는 한 運醫線웰옳爆이어야한다.

옆
(iii) 1*: u• L(E, F) , μ→II π-leu) ， c' 가 한 C'級 옳爆。l 어 야 한다.

한 C' 級 Banach bundle 이 라 함은 셋 떼 π三(X， X B, π)， 또는 寫慶 π :X

→XB를 가르키는데 다만 X와 XB는 c' 多樓體이고π: X-→XB는 한 c'級옳

數으로서 다음의 조건들을 만족하는 XB의 C' atlas VlB= {(U，α， cpa, Ea)}a.A

와X 의 C' atlas Vl={π-1(11α)， ¢a, EaXFa)}a£A 가 存在하여 야 한다.

!Ill
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(i) Im¢a==ψ'a(Ua)XFa， α E" A

(i i) 모든 (α， β) ε AXA 에 대하여 (뼈。￠α-1， φβ。φ'a-I)는 한 Cr 級局所的

Bundle 옳爆。l 어 야 한다.

이러한 경우에 이 寫像은 다음 diagram을 交換사컵을 알 수 있다. 즉

r ‘ -1 r r.._
￥/(X 'j/J1

ψ'a(Uα nUfJ)xFa←→π-I(uanu，β)..:...:.→cpp(U，α nUfJ)xFfJ

Z’a I ~ -I IT I ~_ I• CPa-I • φβ ↓ Pβ
φ'a(UanUfJ)---UanUp-----→CPfJ(Uanu，β)，

단 Pα， 때는 標覆的正射들이 다.

特허 위와 같윤 m를 bundle atlas 라 하고 각 chart(π-leu，α)， 따， EaXFα)

를 한 局所的 bundle chart 타 하며 , X 를 全뿔間 또는 bundle뿔間이라 하고

XB 를 基뿔間이타 한다. 각 x ε XB 에 대하여 π-lex) 를 X 上의 fibre 라 한다.

π :X• XB, p: Y • YB를 각각 Cr 級 Banach bundle 이 라 하자. π 에 서 p

에로의 한 cr級 bundle 寫像이 라 함은 다음 조건을 만족하는 Cr級寫爆들의 한

rJ.(f, fe)를 카르킨다• 1m diagram

f
X-• Y

π ↓ 효 lp
XB-• YB

가 交換的이 라야 하고 또 局所的 bundle chart들을 通하여 흉흉導되는 局所的

Banach bundle플 사이의 寫顧이 cr 級 局所的 bundle옳慶이 어 야 한다.

接 bundle 空間 TeX)에 매 하여 다음 定理는 有力한 것 。l 다.

定理 4. X 를 cr + 1多樓體라 하자. 寫慶 r : T(X) • X 가 r!T，，(X)이 현等廳

樓으로 그 값이 x와 갈게 定養된 경우 T三(T(X)， X , r)는 한 cr
級 Banach

bundle 이 원다. 이 것을 接 bundle 이 라 한다.

4. 切斷들의 뿔間. π :X• XB를 한 cr 級 Banach bundle 이 라 하자‘ π 의

ε7 級切斷。l 라 함윤 cr 級옳慶 r:XB→X로셔 π。r==]xs 를 만족하는 r를가르

켜 하는 말이 다. P(π)는 π 의 모든 cr 級 切斷全體로서 이로어지 는 各 fibre

에 서 調導되는 線型構造를 갖는 vector空閒을 表示하는 것으로 하자.

以下 XB률 compact 空閒이라 가정하자.

(U;, ψ';， E;) };.A, A 는 有限을， XB 의 한 atlas로 하고， 따 : π-IU;→VjXF;

라 하고， K; 를 U; 의 compact 部分集合이 라 하고， 그리고 {K;};.A를 XB 의
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한 Covering으로 하는 有限個의 넷례 m={Ki, Ui, CPi, 따)}를 r 의 한 norm

atlas하 한다.

萬若 rfP(π)이 연 ri는 다음과 같이 課導된 居所的 bundle의 切斷을 나타

내는 것으로 하자.

郞

ri=따。rOcpi-1 1 ψ'iKi， 단 ψiKi의 ri 에 依한 慶은 CPiKiXFi 內에 있음. 치금

Pi: VjXF‘• Fi블 第二因子에 판한 正射흉흉像이 라 하연 π 7} C' 級。1 므로

pjOrif6'(ψjKj ， Fi)

이고 6'(φ‘Kj， Fi)는 C' norm II Ilj롤 갖는다. 다시 여 치 셔 定옳하치 로

illr[lα= IIPiorilli

그리고 firllα=Sup'llrllα
tEA

와 같야하면 다음의 結뽕즐 연는다. 郞

定理 5. 萬若 m와 m'가 π : X-• X B의 norm atlas들이고 XB 가 compact변

(i) II μ는 IIIIP(π) 에 대해셔 한 norm 이 된다.

(ii) 11 Ifα 와 II IIα/ 는 셔로 相等 norm °1 다.
(iii) (P(π)， II !'강는 한 Banach 空間이 다.

5. Pull-back bundle. f: X • Y롤 한 C' 級옳慶， π :p--y를 한 C'級

Banach bundle 야 라 확자.

칩 항 f*(P)={(x, y) € xxP; f(x)=π(y)}에 예하여 1*(π) : rep)• X 와

함(f) : f*(P)→P를 각각 第一 및 第二因子에 서의 正射寫慶이 라 하자. 여 기서

다음펴 所謂 u:niver없Ithe6reni 은 重要핸 것 야 바.

定理 6. f와 π률 위와 같이 놓자.

f*(π)三 (f*(P) ， X , f*Cπ))는 한 C' 級 Banach bundle 이고， ~훌慶의 ~(π융

(f), f) 는 C’ 級 bundle옳慶이다. 그리고 π 로 가는 任意의 bundle 罵顧은

f*(π)롤 한 因子로 唯一하게 分解완다.

。l 定理의 diagram 的 表示는 다음과 같다.

f>(p,- π>([’ p

[*(π)「;rrr:꽃략낀 f
x-:::. ι f ~y

.
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다만 p :Q• Z 는 tt훌의 cr 級 Banach bundle 이고 (glgB)는 ρ에 셔 π 에 로

가는 임 의의 bundle옳顧다

6. Exponential 훌像. 한 cr 多擬題 X에 매하여 'rx : T(X)→X와 감x: T2

(X)르T(X))→T(X)를 각각 X 와 T(X)上의 接 bundle 이 라 하자.

한 切斷 양r('r2x)rl’(Trx)가 모든 UET(X)와 I..ER 에 배 하여 ~(I..u)=λ Thλ

(s(U))를 만족하면 X 上의 spray라고 불리운다. 다만 hr : T(X)→T(X)는

ν→λ ν 의 對應 o 로 定훌훌완 다. JJJJ diagram으로는

Th'),

T2(X)_-• T2(X)

히 hi. •a
T(X)--• T(X)

가 交換的。l 다.

X上의 한 spray 홍와 한 點 tJ€ T(X)에 있어서의 ￡의 한 解 a.(t)에 쾌하

여 D를 T(X)의 都分集合A후서 α.(1) 0) 定靈될 수 있는 e 全體의 集合을 表

示하기로 하자.

a의 exponential훌像。l 라 함윤 醫顧 exp~D• X 롤 가르키는 것언데 , 다만

exp~ 는 U→'rx(a.(l))와 같은 對廳으로 定養된 것이 다. 그리고 D 에 셔 xxx
에 라 가는 옳像￡로서 νx→(x. exp~(x))와 같. 定옳펀 것윤 Exl효 表示하치

로 한다. .1m Exl=('rx.exp~) 이 다. α}라셔 多鐵體 X 7r Cr+깐 r~l 級。l 면 옳

顧 Exl 는 Cr 級임을 알 수 있다.

定理 7. X 를 compact Cr
多據體 r~l 라 하고 Y 를 Cr+S+2多據體로셔 徵分

可能單位分團l을 容約하는 것 。1 라고 가청 하자. 응를 Y 上의 한 cr+s 級 spray라

하면 T(Y)內에 Y上의 零切斷의 한 近• D~ 와 YxY 內에 對角線의 한 近隆

Ff 가 存在하여 Ell양 lDt :Df→Ff 가 C’+s 級 同型일 수 있다.

Z 題準 atlas 로써의 多옳뭘.X와 Y를 각각 위의 定理 7 에서와 같은 가

정 밭에 두고./:X→Y를 Cr 級 옳홉顧oj 라 하자.

f훌T(Y)를 f에 의한 T(Y)의 pull-back bundle 이 라 하자. 짜라셔 XxY 셈

의 graph(f)의 한 적당한 近뽕을 Gf.t 라 놓을 혜 定理 7 의 結果에 의하여 한

Cr+S 級 同型寫慶 용f드f*Ezl :/￥D，→G/.~를 연을 수 있다. 萬若 U/.f로 하여

금 graph(g)가 G/.~ 에 包含될 수 있는 모든 g얘reX. Y)의 집합을 表示하

는 것A로 하면 (U/.f. φlf. f.P(f*(ry))는 δreX. Y)內에셔 戰 f에셔의 한
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ehaπ 가 된다. 다만 !Pj, E: Uf，~→F' (j*(7: y))는 g→~-lfograph(g) 와 같은 對

應으로서 定義되어 있으며 ， F'(j*(7:Y))는 定理 5 에 의하여 X 가 compact 라

가정했오므로 한 Banach 空間야다. 0] 와 갇이 定養되는 셋혜 (Uf，~， ψ'I， f , r'
(/*(7: y))를 點 f에 서의 δ'(X， Y)에 매 한 한廳準 chart 라 하고 。l 려 한 chart

을의 最大의 모암을 C'(X, Y)에 대한 廳準 atlas 라 한다.

定理 8. 萬若 X 가 한 compact C' 多樓體야고 Y 가 한 CT+S+2 多樣體로서

緣分可能單位分劃은 容納하는 것。1 봐면 ~T(X， Y)에 다{ 한 標準 atlas는 δS 級

。l 다.

홍. 萬若 X 가 한 compact CT 多혈훌體。 l 그L H7} 可分 Hilbert 空閒이면 CT

(X, H)에 매 한 標뚫 atlas는 CT 級이 다. 놔라서 CT(X, H)는 한 C' 多棒體

로 간주될 수 있다.

8. 쩔藏問題에 관한 맑뿔方向.X와 Y를 定理 8 에서와 같이 가정하자• {)T

(X, Y)와 e/(X, Y)를 각각 X 에 셔 Y 에 로 가는 CT 級통홉爆의 金體 δ'(X， Y)

의 部分集合으로서 f r:C'(X, Y)가 immerision 언 것 全體와 embedding 언 것

숲體의 集合들이라 할 예 (Cf. 筆春의 on a generalization 의 Whitney’s

Embedding Theorem for a case of infinite dimensional manifolds, 本會짧)

와T(X， Y) 또는 eT(X, Y)의 δT(X， Y) 內에서의 缺態는 相當허 重要廳될 만

하다.

가형 CT(X, Y)에 標覆 atlas을 첨 가해 셔 생 각하는 CS 多醫體에 판하여 '[)'T

(X, Y) 또는 eT(X, Y)가 어떤 경우에 閒部分集合들。l 될 수 있을 것이며，

버 나어카셔 이풀이 dense 카 활 수 있올 것인가 하는 閒題는 難閒題。l 며 또

重要鏡되는 間題야다.

特허 {)'(X, H) 또는 ε'(X. H)가 6T(X. H)에 있어서 標揮 atlas로 없定

되는 構造에 관하여 ~集合。l 아님은 증명된 바인데 (5) , (6) 과연 open이겠

는가 또는 d않se 이겠는가 하는 間題는 어느 훌度 진첩。1 있을 볍도 하다.
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