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主觀的確率이 처 음으로 世上에 나온것은 Borel (1924) 에 依하여 그 械念이 提

示된것을 바롯하고 있으며 그 後 엇달아 Ramsey(1931) , de Finetti(1937, 19

49, 1958) 그리 고 Koopman (1940, 1941) 등이 거 의 完慶에 가까우리 만치 主

1. 앓

觀的 確率의 基廳와 形式化률 이룩해 놓았다. 그러나 이들은 統計學에서 본

應用할수있는 立場에서 일어나는 問題얘는 거의가 손올대지 않았다. 主觀的應

짧을 統計學애 應用해본 이 가운떼 처옴언 者는 Molina (l931) 와 Fry (l934) 가

있는네 이들의 努力윤 數十年間 死藏된채 아무도 상대롤 않고 있었으나， I. J.
Good (1950, 1952) 에 依하여 다시 햇빛을 보게 되고 잇달아 程度의 差異는 었

었으냐 主觀的確率올 統計學에 廳用한 大家들에는 Anscombe (1958) , Hodges

and Lehmann(1952) , Lindley(I956) , WaIlace(I959) , WhittIe(1958) 둥이

다. 더욱이 Robert Schaifer (1959)가 最近發刊한 商科學生을 위한 敎科書는 全

的으로 主觀的 確率짧을 應用한 統計學冊으로서 이만큼 寶際的언 統計方法과

技術에까지도 變鏡롤 가지고 왔다. 더욱이 注目할 일은 비단 主觀的 確率애

基鍵한 統計學者에 依해서만 主觀的 確率의 휘훌念에 餐同되어 統~t學에 應用을

있

確率論者가

主觀的 確率을

여기는點을 取銀하

이는主觀的

다루었고 요히려아념에도 不훤하고 Bayes의

훌鍵로하는 統計學者가 보다 넓 려 그리고 가장 중요하게

195η와 같은

深刻허

아니고 Jeffreys(1948,

定理를

企圖펀 것만이

고 있다.

2. 主훌훌的廳率

이러한 比較的 짧은 歷史를 가지고 있는 學問의 分野가 청차 統計學을 主觀

的 確率에 立聊한 것으로 變遭시키고 있는 理由는 統計推測에 있어 보다 緊평
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한 結果를 桓常 가지고 오기 때문언 것이다. 主觀的 確率은 한 “A間n의 現寶

的안 또는 濟在的 行實에 依하여 反影되는意、見에 依存된다. 여기서말하는 “ A
間”은 팩 架想的얀 人物로서 細對로 失手가 없으며 돈 내기에 어떤 일이 얼어

나던 상관 없이 그가 돈을 잃는다는 것을 확실히 알아차리는 그러한 노름을

조작할줄 안다. (Savage 1962). 우션 우리 自身이 이러한 人勳。l 되지는 못하

나 이 렇다고 假定을 한다. 그려하여 빼數 P,를 다음과 같이 定義한다. JlP事

象 A.B.······에 母集合 S까지도 包含혜셔 實數를 結合하여 A 와 B가 共通部

分이 없을때

P,(A or B) = P,(A) + P,(B).

Pr(A)능O.

P,(S) = 1.

여기까지는 Kolmogorov 의 公理化와 조금도 다름이 없으냐 다음의 odds(公

算이 라고 함이 좋을것 같음)를 하나더 揮入함으로서 濟在的 行實에 依하여 完

全허 P， 가 決定되고 말며 이것이 主觀的 確率이 從來의 것과 다른 점이다.

Pr(A)는

p ,(in _J, (A)
P,(notAY- - 1-Pr(A)~

가 odds 가 되는 것이다. 다시말해서 A 가 안얼어나는 것에 對하여 A 가 일

어난마고 “當身”이 걸고자하는 그 公算(odds) 이 되겠금 하는 것이 P， (A) 야다.

또는 더 簡顯하게 말해서 P， (A)는 “A 에게 기대는 自身을 위한 1에 對한 公

2f'한 價煩"*라고 할 수 있다. 도리켜 보연 마지막 公算에 頻度的(frequeutist)

接近에 依한 確率의 響入과 判異한 點이며 다음 例를 보더라도 쉽샤라 降件附

確率01 어떻게 主觀的 確率에 依하여 解釋되는 가를 알 수 있다.

例 1: AnB에 對하여 1 을 支據하고 AnB에 對하여는 O올 지불하고， B

에 對하여 X를 支據한다할혜 x 가 公平한 價f直(fair value)이기 위혜서는

x = l·p(An B) + O·p(AnB) + x·P(B)

가 成立되어 x는

p(AnB)
스X뇨 I~ι-， 단 P(B»O

PCB)
와 같이 表示판다. 이것은

* Fair value for me of S 1 contingent upon A.



추觀(j'~1i홉*의 Mc~frNη JJ.l!\ m s
pCAnB)PCAIB) =•-••{

PCB)

와 같은 것이며 • AnB 에 ￥J하여 1 플 주고 AnB 에 對하여 O 갇 줍때 B 언데

도 A 인 부분얘 rll 한 fair value 룹 찾는 것이 J:.fIJlH:! 確힘을 理解하는 천 경 이

다.

tu: P， 를 odds 로서 j첼入할때 앞서 公.fIlJ포 니1 세운 새가지는 -TNt:!으로 ik

It과고 만다.

3. llayes의 定理

위에서 紹介한 :J계If찌 빠率이 Harf잦에 mtm되는 m맺한 뾰-1>:01 되는 )tJ:l1.에

Bares 으1 J12젠가 있다.

Lemma 1. A 기 R 갚- 뜻펠 경우

PCA IB)PCB) = PCA).

LClllfim 2. A 기 R 쉴- 뜻감 깅 우

PCA) ζ P(β).

Lcmrnμ 3. PCB) 수。 이 면
lX
Rπμ「

”4

시

R
가
l
!
-

--RAR

定훌 (Bayes 의 피 PI!)

PCB) 추o 이멘

]'ι11B) ∞ PCA IB) PCA).

훌 {An} 가 'J\ 잇1"IJ이 고 n ;;~ PCB) 수0 인 다픈 'l~ 땅이 띤

PCB IAn) PCAn)PC/lnIB) = ，，"'，~S-J，'，~~-，< n\;/:/\];PCBIA,)PCA,) •

이 제 Bayes 의 J.fJ.lJ!.릎 統 ~-rf}~에 어 떻 게 應며하는가관 보엔다.A 가 어 떤 10
題라고 하자. 그1.' 1 rd P(AIB) 는 B 가 주어 졌 뜸 때 A가 “띤”이 다라는 것이1 대

한 信念、의 5횡Ilt픔 나다낸다. 그래서 이것을 김많 (degree of belief)라고 하자. ‘
極端的으로 A 가 떤이라고 맏아지만 PCAIB) = 1 이고.A 가 웹라고믿어지띤

P(AIB) = 0가 뭔다.

區間 (0.1) 內의 다른 點은 結쿄 힘과 협사이를 오락가락하는 맏음의 f7Jft가

* degree belief 를 信)표라고 한것과 degree of confidence 를 信뺑度라고 한것과 없I피

래서는 안된다.
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中間치가 얀 것을 냐다낸다. 結計學에서는 假說이 라는 말을 옮題代身쓴다.

이제 E 롤 어떤 時點에 었어서의 累種된 知識이라고 하자. 그리고 A 를 이

떤 事象， H를 假說。1 라고 하자. 그러면 P(H! E)는 E가 주어진 뒤의 H에 대

한 信度 : P(H! AE)는 A 가 얼어나고 E가 주어진 뒤의 H에 대한 信度 :P

(A/HE)는 假說 H가 휩이고 E가 주어진뒤의 A 가 얼어나는 確짧이다.E는

위의 세가지 P(H! E) , P(H! AE) , P(AIHE) 어느 경우나 모두 條件附 쪽에

나타냐므로 이를 略하연 P(H) , P(HIA) , P(AIH)가 되고 이는 頻度的 用法

가 哈似혜진다. c예치셔 에름하커흘 P(ll)흘 H의 事前確率， P(H1 A)폴 H의

事後確率， 그려고 P(A/ H)를 A 에 관한 H의 尤度(likelihood)라고 한다.

이와 같은 命名을 하고 보면 觀計學이란 主目的이 寶料(事題)가 信度흘 어

떻게 變化하는가， 換言하여 ， A 의 觀察을 通하여 “事前”으로 부터 “事後”로

變化하는 것을 工夫하는 것이라고 말하게 된다.

4. 正規分布

위서 말한 관계는

P(H! A) ∞ P(A/ H)P(H)

로 주어져 이는 Bayes의 定理의 一角이며 이려한 연유로셔 主觀的 確率을

統計學에 應用한 結果， 01 새로 나타난 統計學을 通稱 Bayesian Statistics 라

고 한다. 이 재 가장 기초가되는 正規分布률 例홀들어 Bayesian統計가 어 떤 結

果롤 가지고 오는가를 보자.

어떤 分布로부터 크기의 確짧標本을 抽出하였다면 각 確率變數는 이 分꺼j를

가지 며 各各의 獨立언 %個의 確率變數의 集合。1 펀다. 이 集合에 속하는 寶數

6 에 관하여 f(xIO)가 確率變數 x의 密度。1 면 8 는 母數가 된다. 이제 9 는 固

定완 값이 나 未知이고 빼數 f의 型態는 많知라고 하자. 그리고 H를 標本을

抽出하기 以前에 우리가 가지고 었는 知讓의 狀顯라고 하자. 그려면 e 는 事前

知廳 H의 所옳으로 생기는 分布흘 갖는다. 야것은 信度라는 뭇으로 본 確率

分布인것이며 이것을 π(OI l/) 라고 나타내자. 여기서 π흘 信度를 나다내는 密

度로 쓴다면 P는 頻度的 用法으로 쓰게된다.

그러므로 X= (Xlt ···.xJ이 確率標本。l 면 ， Xi 는 各各이 獨立이므로 X의 密

度는
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II f(x‘18) = P(XI8, H)

5

로 주어진다. 그러나 결국 Bayes 의 청리에 依하여

π(81 ， XH) ex::: P(XI8,H)π(81 ll)

언 관계식을 갖는다. 이 들은 순셔로 말하여 事後密度， 尤度 그~1 고 事前密度

인 것이다.

뼈 2. X롤 (12 이 많知언 Nce, (12) 이 라하고， 8의 事前密度를 N(μ。， (102) 이 라하

면 e의 事後密度는 N (Ph (1 1 2)으로 주어지 며 μIf (11
2은 各各

x μ。•----g ‘ g까 1 1 ‘ 1
μ1=τ1 ' 구판 = 구F 十 강호.-----

(12 ‘ (10

톨훌明. 尤度빼數는

P(xI8) = (2"'(102)-τ exp[ - (X - e)2/2u션，

事홉b密度는

π(6) = (2XUoZ)-5 exP[ - (8 -μ0)2/2u02].

따라서

8를 包含하지 않는 係數는 比例常數로 吸收되 어

:r (8Ix) ∞ exp~- 갚￡찢2 객율빵끽
‘ ιv ‘ι"0 /

:p{- 보(-.J. +-!.\ +8냥 + I'-~\
2\ 0'2 ' (102 J \(12 (102 J

- -〓 J 02 , 8，μ1 t
-= f;:A.p t- 강;E- T 구손}

{-표앓펙
0'1‘ l

結果， 標本의 크기가 1 인 事前密度가 正規分布를 하는것은 事前分布의 요

양도 正規分布이 나 ZF챔과 分散이 事前知識에 依하여 加重되고 있다. 다시 말

혜서 9 에 관한 情報는 두가지 源果에서오며 그하냐는 寶料에서 그리고 또하냐

는 우리가 가져고 있는 事前 知識이다.

이제 或者는 事前知識에 對하여 論爭을 결어 올른지 모른다. 즉 極端으로

말하여， 例 2 를 들쳐보면， 事前에 8가 N(μ。， 0'02)률 한다는 그 前提가 全然

없을 때 어렇게 하겠는가? 하는 정우마.
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懶 3. x 를 6ε 。1 짧슷n안 N(O, (J2) 이 라하고 8의 事前密度에 對하여 模뼈하셔

(-∞，∞)에서 常數 k 에 比例한마고 한다. 그러면 6 의 事後密度는 N(x, (J 2)!!...

로 주어진다-

證明. 尤度빼數는

P(xI9) ∞ e-풍얻，

事빼密度는

gee) cε k.

따라서 事後密度는， 例 2과 찰이 8롤 包舍하지 않는 係數는 比例常數로 吸

收되어，

(,,-6)'
π(9Ix) ∞ e-경，

이는 9 가 N(x, (J2)가 됨을 말한다.

例 3 가운데 “8의 事前密度에 對하여 模鋼하여 (- ∞，∞)에서 常數 k 에 比

f쩌한다”라고 한것은， 조금도 無理한 것이 아니며 全寶數區間을 通하여 6 가 갖

는 密度가 平뀔하여 特~Ij허 어느 部分에 密集되는 知識이 負備되지 못한마는

뭇에서 一樣分布的인 解釋을 해도 모순이 없다.

이 러한 模觸한 事前知識에 對하여 事後分布의 平캡의 區f없推定(Lindley 19

65)을 보더 라도 -樣分布的인 態度는 從來 Bayesian 이 아닌 古典統計學者 乃

至는 頻度的 統計學者가 取銀해온 結論과 -致하는 것에 自然스려운 首肯야간

다.

定理* 確率標本 x= (x\O ···, xa)o] N(κ (J2)로 부터 抽出된 크기 %의 標本

이며 (J2 이 많知이라 할때，

區間 L가

x- λa;상 ses 쪼 + A.-:옮

로 定議펼 때，

。l 區間 L 안얘서는 8 의 事前짧度가 G(l - e)와 G(l - e) 에 오고 區間 f. 밖

度서는 8의 事前密度가 MG로 限界를 갖는 a, e,αM가 存在한다면， 事後\!f

度 z(6IX)는 다음 不等式을 鍵..Ii!한다.

L 內에서는

* Lindly (1965) pp 13-15.
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(1 - £) (n \} ”(L8):
‘ 、-，-.----，-←τ:r-:-(-강;，rVe--강-， ::;: .1l (01 x)

5 (1 + £) (-프-남。-으할쁘
(1 - e) (1 - a) \ 2π(J2 / .,

7

0::;: π(OIX) ::;: M 닉-낚e -!’·(1 - e)(l- α) \ 2π，u 2 )

단 a 는 標準化펀 갱~tijl 正없分布 빼數플 φ(x) 라 할때

α = 2!ll( - A.).

이 똥理플 증영하기에 앞서 이 定理가 말하는 바즙 살펴보지. a 와 E 은 우

리가 얼마 쯤이라도 작게 할 수 있는 값이따 따라서 e --po 도 그리되어 아우

리 큰 M에 對하여 I. 外에서 π(OIX) 의 上따을 작게할 수 있어 1.1져에서 이는

近似EJ'~으로 N(x, (J 2j씨를 한다. ~D 模빼한 파￥前密度는 結J;J ti典l¥J統H學의 w
뽕와 같은 것이된다.

짧明. Bayes의 定理에서

π(OIX) ex.: P(XIO) π (0).

省略된 比例찌數는 右않을 標準化함으로써 求할 수 있어

π (OIX) = A， P(XIO)π(0) (1)

단 A= r- _1 _

Jf(XIO)π (O)dO

라고 할 수 있다.

그리고 크기 n 의 標本의 尤度빼數는

P(XIO) = (꿇2")}e-평쁘 (2)

定理의 假定에서 8 의 事時密度가 C(1 - e)파 C(1 + e)사이에 存tE한다 하

니 (1)과 (2)로부터

Ia 內에서

C(l - e) ::;: π (0) ::;: C(l + e) ,

AP(XIO)C(1 - e) ::;: A·P(X\O) π (0) ::;: AP(XIO)C(l + e).

AP(XIO)C(l - ε) ::;: ;r (OIX) ::;: AP(XIO)C(l + e). (3)

마찬가지로 fa 外에서는
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0:;;: π«(}):;;: Me.

0:;;: z(BIX) :;;: AP(XIB)Me•

(3)의 左邊을 보면

AC(1- E)L(옳2)윷e째{펴뚫쁘~}뼈:;;:{ z«(}IX)de

(f_표-)웅， ...h /강댄二뀐~l An
JI \ 2Zq2 ) """1') 강q2-→I ιv

fAa 1 후 ?

‘· κ ‘ = J-.lo 강강e ‘ -

8

ι h

=φ(A.，) - φ(- A.，)=l-a.

왜냐하연 標準化 正規分布累積빼數 φ(x)는

φ(x) =1 - φ(- x)

임 관계가 있고 ￠즐 2φ(- A.，)로 定議함을 장기하면

은 L 內에서

된다. 결국 (3)의 左邊

AC(l - e)(l - α):;;:Lz어IX)뼈

가 된다. 마찬가지로 (3)의 右邊은

raZ(8 I X)뼈흐 AC(l + e)(l + a)

를열는다.

다음에는 L 밖을 L 라고 할 째

0:;;: LaZ(BI X)d8 :;;: AMCa

를 (3)의 左邊을 L 에서 쟁각하듯 하면 쉽 게 求할 수 있마. 한현 事後確率密

度 π(BI K>를 全區間 fa + fa 에서 積分하면 密度園數의 定義에 依하여

ha+JaZ(BI찌뼈 =1.

따라셔

AC(l - e) (1 - a) :;;: 1드 AC[(l + ε) (1- a) + MaJ.

:;;:AC:;;: 1 (5)
(1 - e) (1 - a) •

(5)롤 (3) 에 代入하고 P(XI(})에는 (2)를 代入하면 L 內에서의 事後齊度가 澈

足하는 不等式을 얻고 갚은 方뚫으로 (5)를 (4) 에 代入하면 L外얘셔의 不等式

을 얻는다.
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5. 回훌훌훌에의 應用

例 2 에서와 같이 事前의 知識이 반드시 尤度國數와 같은 形觀률 주거냐， 例

3 에셔와 같이 模鋼할때가아니드라도共範事前密度률擇할수도 있다. (Raiffa

and Schlaifer 1961)

이번에는 비약되는 것 같기는 하나 두개의 標本의 比較에서 μIt 0'.2; μ• (1l

이 未知일때 냐타냐는 Behrens-Fisher 分布와 갈윤 形鍵가 나타냐는 事後分布

롤 생각한다.

Lemmal. Y‘ = βIX. 十 S‘’ i=I.2.···.n 이 고 ξ 가 獨立的이고 ’흐等的으로

N(α (11 2)올 한다고 하자. 그버연 PI 의 事後分布는 自由度 n-l 의 t- 分布를

한다· 但 同時事前分布j~ (j31t (1Jη가 」죠- 에 比例한다고 하자.
(11

훌훌明. 尤度빼數는

LCfi1t (112) ∞ {관:-)융e-뾰뿔끽’
、 VI ,

훌훌前密度는

째.0' 12) ∞궐.

따라서 事後齊度는

"~n. / 1 \.!!.±l.. _효잊ζ&흐ζ
f" (f31t 0'12 1y, x) ∞ {τT )-z-e

、 VI '

PI 에 관한 周邊密度훌 求하기 위하여 a‘2 울 積分혐 i용하연 fN (Pit 0' 1 2 1ν• x)가

遊 F 빼數。1므로

f"(j3lly.x) ∞[(옳)~쓴e 협뭇￡;L d(6l2)

cε

[1: (Y, - βIX，‘)2J '1.

~I= 측괜L 을 定義하여 1: (ν. - PIX.)2을 變形하연

1: (ν‘ - β'IX.) 2 = 2:: (ν‘ - 저IX，‘ - (PI -!3I)XY

= 1: (ν‘ - 겸IX써 2 + (PI - ~1)22::X/.

이롤 (6) 에 代入하면

(6)
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f'(J311 ν， X) ∞ 1
LL; (y‘ - 겸IX‘)2 + (J31 - 딩1)22::xlJτ •

2:: (ν;- β X;)2 얘는 變數 PI 이 包含되어 있지 않음으로

f"(J311 ν， x) oc 「 1 1
11 , (J31 - 겸1)2~X/ ]융
L~ ’ 2:: (ν. 더x，)2 J

이제

t.= (βI - ~I) 、In -1
1- 、/1:(ν.- 경IX‘)21，，£x.2

라고 놓으면 Jacobian은 PI 에 對하여 常數。l 므로

f"앵IIν， x) - -r-- 관=--'f
+다;융二 .....

이것은 自由度가 n-1 인 t- 分布를 함올 말한다.

Lemma 2. Y; =PIX. + e;, i =1, 2, "', n 이 고 e,가 獨立的이고 桓等的으로

N(O' 0"1 2)을 하고， Y'j = P2X'j + e’j, j = 1, 2, "', m 이 고 다이 獨立的이고 桓훌

的으로 N(O' 0"2 2)올 할때， 만일 同時事前分布 f(J3l ， β2. (J싫2)01 싫E 얘 比

例한다면 事後 周邊密度 f"(fM32)는 自由度 π -1 의 t- 分布와 自由度m-l

의 t- 分布의 곱으로 나타난다.

證明. Lemma 1 에셔

f"~811 ν， x) - • r
\1 +

CP2 - fj2~‘/싸ττ
단 tl=

、12:: (y' j - J3aX' j) 21,,£x?

를 얻는다• Y. = PIX. + e. 와 Y'J = {32X' j + E'J응 獨立이 므로

f"(J3b β2/y， x, y'， 씨~ r ’ 2 펴 I 2

1 + q. J재 1 +-'츠---.
n-llL m-1J

룰 얻었으며 마찬가지로

f"(β21 y'， x') "" -r­

11 +

定理. Lemma 2의 降件下에서 PI - P2의 事後뽑度는 Behrens-Fisher 分빼
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롤 한다.

훌明. t l 과 fa 의 定義로 부터

{31- 경l=tli잦윈r까꽉
.j하τi정깔

{3a - ~z = t2
、I~파펴싹y
、1"(껴 - l)~X'/i •

({31 - {3ε) - (경l - ~2) = t.C I - tzC2'

단 C
1
=/ z앙않않않(ω않않gμ낌;’-~’-
- V (n - DLX.a ’ 2- V τm "::-bLx',a

띠nω= 환이라고놓으연

(f31 - P2) - ~I - ~2) = /1 cos ω - t2하n ω

가 되어， 이는 곧 어I - {32)가 Behrens-Fisher 分布를 함을 말한다.

6. 結 륨

1.1.

主觀的 確率이 Bayes 의 定理를 統計學으로 하여금 어쩔수 없는基本的언 갯

으로 하게 하여， 餐料를 모으기에 앞서 統計的 假說에 對한 信度가 無視할 수

없는 짧홉}을 하고， 이 信度가 事前確率로서， 觀察에 依하여 그 事後에 얼어난

確率의 分布롤 變化시키는 것은， 過去 우리가 全然 信度를 생각치 않고 았었

던 것을 새삼 깨닫게 한다.

몇가지 例를 通하여 古典的 統計學이 Bayesian.으보 보았윷 해에 어 떤 信度

플 假定하고 있었던 가를 알 수 있다. 例 3 에셔는 폐￥前密度를 常數 k 로 하고

있 o 며. 5 의 Lemma 냐 定理를 보면 그 結果 古典的 인것과 같은 것을 갖이고

오냐. Bay않ian 으로 보아서 는 古典 鏡計學者가 事前密度로셔 τ흙T 에 比例
OIl V~

하는 模鋼한 分布를 假定하고 있음을 알고있다.
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