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o解 廳<>

三次元線幾何學의 Tensor取據 II*

훌훌 훌훌 ·훌

.CAY'

讓

qJ.J.pAu=O 또는 Pμfι=0. (5.1)
이 擁念을 -般化 하연.

훌훌 (5-1) CAI'=C[샤]를 任意의 tensor 0]

라 하자.

CAιγν=0 pι.pu=o (5.2)
를 輔足하는 요든 直線 f‘의 集合윷 linear

line complex CAl' (간단허 complex cAP) 라

부르고， PAν 를 complex CAl' 의 f훌훌0] 라 한

다. 만일

CιCAu=/=O (5. 3)

이연 complex general,
cι，cAI'=O (5.4)

이 연 complex special 01 라 말하고， 0] 賣훌

에 直線 CAp 롤 complex 의 輪。l 라 한다.

활 (1) special complex c싸 는 輪 C샤 와 만나

는 요든 直繼으록 構成되에 있다.

(2) liner line complex 얘 홈하는 直線 선ν

릎 K-호問에 셔 幾何學的으호 表示해 보연 다응

고} 강다.

K-효問얘 서 c.A<’에 共範인 點돌은 K-2)i面상

얘 있으므로. γι 는 cAu 와 共훌훌안 K-quadric
위 의 點블야 다. 따라셔 PAι 는 K-quadric 파 K
平面의 交線위 에 놓언 오든 顧들。l 다.

K-空間

5. Linear Line Complex.

P. ~ 問 II K-quadric

直 線 點

만나는두直緣

線 束 K - 直 짧

4. K-훌閒， K-훨， K-quadric.

定훌훌 (4-1) (a) 6 個의 順序진 實敵의 쩍

(cH , c%4, C34, c%', c 31, c 1%)를 元素로 가지

는 集合0] 다읍 性質을 滿足할 때 。l 集合

을 5~:7C Klein射짧훌뼈 또는 K-뿔間。l 라

하고， K-호間의 元素를 Klein點 또는 K-훨

0] 라 한다.

(1) C;ii= -ci ‘
(2) cli 는 同時에 모두는 0 0 ] 아니 다.

(3) C’ J 는 同次座標이 다.

(4) C’J 는 射影變換어l 依해 셔 變換된다.

(야 C싸i=O (cij =운삶써 依해셔 定

義된 4次元 quadric space를 K-quadric 야

라 한다.

(c) clid;j=O 을 澈足하는 두 K댈품 C’i ,
dij
는 K-quadric 에 판하애 共훌훌。l 라 한다.

註 P.호問파 K-quadric 은 다음파 같은 뿔屬

關係에 있다.

주에 진 直繼 qAι와 만냐는 모든 直線 frA는

t:}읍 관쩨률 輔足한다.

* 本解說은 數學誌(v이. 3. No. 1. 1얹표 1이에 觸薰했던 延世大 鄭慶泰數授의 三次元線幾何學의
Tensor 取根 I 의 繼縮oj 다.
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f를훌 (5-2) 勳 ν* 와 平面 νA 가

(<1) Pν~ =c~PY"

또는 (fXJ=I= O) (5. 5)

(b) (j와 =c~Py;.

의 關係를 網足할 때 ν" (ν;.)를 complex CAp

에 판한 極平面 ν;. (趣 yl') 의 極(極平面) 0]

라 한다.

定훌 (5-3) (a) c).1' 가 general complex

연， 任意、의 얄 (ν;.) 에 對魔하여 趣후面 YA

(極 νμ )가 存在한다.

(b) (5.5)b 는 (5.5)a 의 遊方程式。l 다.

(c) c).1' 가 special complex 야 연， 輪 c).I' 위

에 놓이는 磁 yp (輪 Cλκ 가 놓이는 極~面

ψ )는 極~面 (極)을 갖지 않는다.

證閒 (a) 주에진 極 yp (極zp:面 ν).) 에 對

하여 極Zf1ID ν). (極 νP) 가 存在하지 않을

必要充分條件운 ν;. =0 (νp =0)이 다.

이 것을 (5.5) a, (5.5)b에 代入하연 Det

((c;.씨 =0， 며라셔 (5.4) 가 成立한다.

(b) c).νC;.ι=E.、/τ야 (5.6)

(但， c=Det«c~p»， e=sgnI'ω'I';'ve.ιpC).ν)

(5.5)a 에 c).' 를 곱하면， (5.6)에 依해셔

다음융 얻을 수 있다.

W;.Cλν=e、/τy

따라서 ν).cAv=oν， (fXJ=eντ)

(c) yp 가 直線 C).p 우} 에 높。l 변 o펀線 c).1'

가 平w Y). 위에 놓 0] 연)

yp c).p=O (ν). c).P=O).

따라서

y~ =0 (yl' =0).

定훌훌 (5-4) (a) 極 yp 는 極平面 νλ 위 에

놓인다.

(b) 얄 를 지 나는 (νA 위 에 놓인) c).1' 으i 母

線운，Zf'-面。 l ν.:l (頂點。 l γ ) 되는 總束 C

릎 이룬마.

훌훌明 (a) (5.5)a 에 의 해 서

* ': (=:» PAP싹=0 연 • P.:lf1y .:lf1=o.
따라서 Pλ* 는 "/).，μ 의 f칸緣0] 다.

(¢그) 짜r.:lf1=O 연， 따s).P=o.

따라서 PAp 는 S샤 오} 만난다.

大훌훌數學會誌 數§향

(JY).yλ =C.:lI'Ypψ =-c).얘P ψ =0

따라셔 양F 는 Y.:l위애 놓인다.

(b) 반 률 지 나는 任意으] complex c).ν 의

母鍵을 t샤=x(;'ν1') 라 하자.

그러연

O=C).p!JAI' =C;.pX(;'νκ)=CApx). ψ =pν). x)..

끌 x). 는 νA 위에 놓인다. 따라셔， ψ 툴 지

나는 요둔 母線응 Y). 위에있다.

同-한 方훨으로 y). 위에 놓인 C).p 의 母織

운 頂點。l νP 되능 線束 C 률 。l 룹윷 證明찰

수 있다.

定훌 (5-5) 任意의 直線 s).,는 다읍 住質

을 澈足하는 直鍵 r.:lν 를 -意的A로 決定한

다:SAν 와 만나는 complex c;'I' 의 모둔 母線

은 r).ν 와도 만난다.

(a) r).‘ 는 다음 식으효 주어 진다.

r).‘ =C).μ (2caPs，찌 -sAι(앤'CaP) • (5. 7)
(b) complex c샤 가 general 야 연， 直線 ν).v

와 SAν 는 그들 중의 화나가 C).p 의 母線알 때

-致한마. 0] 遊도 成立한다.

이 條件 0] 成立되 지 않 o 연 y).ι 와 s).'ι 는

만나지 않는다.

(c) complex 가 special 야 연 ， r).ι 는 輪과

一致한다.

짧明 (a) Y).ρ 릎

rλμ=ac).μ +βs).p (a, fJ :媒介變數) (5. 8)

로 定義하면， r).ν 는 交代的。l 으로 complex

를 나타낸다.

c).’ 의 母線 t션μ 가 sAp 와 만날 必훌充分條

件응 PλI' 가 r).μ 의 母線。l 되 는 것 。l 다*.

。l 제 r).Pηκ=0 되는 a, fJ 를 구하자.

r~Py).p = (ae.:lp+{JsAp) Caeλ，，+{Js).l')

=a2c.:lf1c).1' +2afJsAi'cAI'

=a(αcλPCλp+2f1sAI'C;'p) =0.

a=O 면 rAp={Js).p 가 되므로 a추O. 따라

서

n
”1

q
ι
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α : fJ=2c4Psap : -caPCap

가- 되므로 (57) 윤- 얻을 수 았다.

(b) (5.7)에 서

rAνsAu=2(cafJSap)2 (5.9)
S샤 가 C;.p 익 母線0] 아니 면 SAI'C;.p =1=0되 어

야 하으로

SJ./IrAp수O

따라셔 Solμ 와 rAp는 만나지 않는다.

(c) C샤 가 special o]연 (5.7)에 셔 yAP=C;.p.

定훌 (5-6). 定理 (5-5)의 두 直繼 SAt' 와

rAI' 를 complex ColI' 에 판한 共훌훌흩훌훌(간단허

훌훌훌)0] 라 한다.

활 K-호間에셔 共輕極線을 幾何學的으호

나타내면 마음의 그렴과 갚다.

(1) ColI' 가 general 안 갱우•

{CAl' I c).p뿔rC쌍} (6.2)

를 變敵 cl, c2를 갖는 complex훌01 라 한

定훌 (6-2) 束 (6.2)의 real complex cμ

와 잔툴 훨훌擇하는 方法如{可애 不빼하고

del

ι=sgn a2 (6.3)

는 一定하다.

훌훌빼 束 (6.2)애 屬하는 相異한 두 real
complex 'cμ 훌

'CA/I= J:.u.~c).p (a=I,2) (6.4)a
del

u=Det«UQ~» (6. 4)b

로定義하연

Det«uQ
b
) 수0*

.---&~판間

_L짧魔짧\/K-홉緣
\、 ~

이다.

한편
4εf 2

'abc二'C;.，. 'cJ.l'= 2:.ub;cJ.ttμ:/CAp
" c i.j=l ‘ J
2

=2:. Ubκ.lai;‘.i=l
되므로

(6.5)a

(2) C;.p 가 special 인 경 우.

i송앉훌훌홍

6. Complex 束

相異한 두 real general complex c.μ (a=

1， 2)플 가지고 다음 scalar훌을 定義하자.
del

ak=aa=c;책 (b,c=1,2) (6.5)a
del

a2=(aI2)2-an a22 (6.1)b
def

a=ν’강 (6.1)c
定養 (6-1) a추0 일 때 complex 의 榮合

(*> ... Det(ua앵=0 0) 연 'c).p='cJ.κ

<lof

'01.3-:= ('012)2- ’an'au=(광liU2iO;i)2-

Cl::'UI;UliUiJ) (J:.u써쉰a‘j)=u2암 (6.5)b
따라서 ’CJ.p, IcA/I 가 realol고 Uab 가 寶數01

므로 μ2>0 5'1 에 定理l (6.2) 가 成立한을 얀

수 있다.

훌훌 (6-3) 다읍 性質을 갖는 한 A쌍의 훌

線 쉰， f 가 一意的으로 存在한다.

(a) 束 (6.2)에 屬하는 special complex

는， 0] 두 直線을 各各 輪으로 가지는두個

.91 complex 뿐 0] 다.

(d) 이 두 폈線은

fλu=cAv(a-012) +CAvOn (6. 6)a

fμ=cι(-a-O\2) +c).pan (6.6)b

로 表示띈다.

(c) 이 두 直緣은 a)Oo] 연 real o]고，
a<O 이 연 f양素1백i，\! 0] 다.
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定훌훌 (7-1) 束 (6-2) 에 屬하는 오든 com

plex 의 共通母線을 元素로 가지는 集合을

linear line congruence(간단허 congruence)

라 한다.

直緣 (6.6)을 congruence 의 훌빼。l 라 한다.

定훌 (7-2) 위 에 서 定義된 congruence 는

다읍과 같。l 解析的요효 表示펀다.

CAPp"I'=O, PAPγ"=0 (a=1,2)

k輪數I젠햄찮 數톨양

Linear line congruence.7.

擇擇하

(d) 야 두 따繼은 셔로 만나지 않는다.

(e) 이 형 直線응 束 (6.2)의 오든 general

complex 에 깐한 共範極線。l 다.

(f) 야 두 直線응 complex CAp 를

方fttm何에 不抱하고 -意的으로 決定펀τ:

다.

훌훌빼 .사 (a), (b) :束 (6.2)에 r屬하는 special

complex 는

(7.1)a

fμt션1' =0， PAPκ1'=0 (a=1,2) (7.1)b

꿇明 01 定理의 證明은 明白하다.

定훌 (7-3) congruence (7.1)a 는 輪 fμ

와 만냐는 모든 直線으로 되어 있다.

훌빼 (7-1) a 와 (7.1)b 는 同等한 方覆式

야므로 證明은 自明하다.

定훌 (7-4) yP (YA)플 輪 fι'(a=1 ， 2) 위

놓。 1 ;<.1 않는 (輪 fAμ 가 놓야지 않는) 點

(ZP:面) 이 라 하자. 그마 연 νI' 플 지 냐는 cong

ruence 의 母緣 뻐t 와 gλ 위 에 놓인 cong

ruence 의 f끊線 qι 가 ~ ~)- 하나씩 存在하

여， 01 것들은 다응과 찬。l 表示된다.

PAl‘ =y" yβfa IAP얘 (7.2)a

qAp=νa yp fa[ Afp) f3

νF 가 p" (a=1， 2)위에 있지 않A연

fAν !it 만나면셔 νI' 릎 ;<.1 냐는 直線은 오직 하

나 밖에 없다. 이것윤 PAl' 료

는 두 ZF面

또는

에

‘ O=CApCAP= (CCAκ+ CCAp) (eeAj< +eeAp)

= (e)2an +2cca12 + (e)2a22

릎 滿足해야 하므로

C : C= (±a-a12 ) : an (6.7)b

에 依하어 決定원다. 따라서 이것융 (6.2)

애 代入하여 (6.6)을 얻을 수 있마.

(c) (6.6)에 依하역 明白하다.

*(d) fAj<fAp=-2alla2추O

되 므로 f Ap 는 만냐지 않는마-

(e) (6.2)에 셔 CAl" CAp 의 共通母緣 PAι 는

cJ.P -"·1 母線。l 된다. 훌*

(6.7)a

(6.8)

PApIλP=pJ.p

f J.p=O 01 되므로 Cifl' 의 母線 Pifp 가 fλμ 와

만나면 f샘도 만난다. 관 f ,l.r, h I' 는 共輕

極線。 l 다.

따라서

(7.2)b

表示하면， Pifp

흩훌明

(6.9)

(f) cλ!p=I;’c;"1CAl'

로 놓으면 (6. 2) 와 (6. tI)a*** 에 依하얘

Z ’c'’uJ’==r!'

얻융- 수 있랴. 한편 (6.5)a 에 서

I:a~C"=I: 'a",,'f!"C"

되므효

(b=1,2)

i」-
ι‘,

def delp=f#YF , p =5MgF
91 交線。1 므로

PAfl=f싸)=fμ때=y"νβ fa[Afl'l f3
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(6.9)와 (6.7);\-와、

fμ=1:앙’C""= I:c"CAu

에 依하여 (f)가 成立함을 알 수‘있다.

* CAκ 가 genei-ai complex 0) 브호 all추0， G' .f:O.

** .: pJ.pcJ.p=JWcμ=0. 따라세 pApCAj<=α

*** complex 'cμ 는 폭 real 알 必횟는 없다.




