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Ⅰ. 서론

  힐버트 공간의 닫힌부분공간과 직교사영은 양자역학을 

표현할 수 있는 하나의 수학적 모델이다. von Neumann

과 Birkhoff[1]는 이를 연구하기위해 양자논리를 제안하

였고, Husimi[2]는 이를 보완하기 위해 직교모듈라의 성

질을 소개하였다. 직교모듈라 격자 은 모든  ∈
에 대하여 다음의 성질 (OM1)-(OM4)를 만족하는 직교연

산자 ′ 을 갖는 유계격자(bounded lattice)이다[3].

  (OM1) ≤  ⇒  ′≤ ′ ,
  (OM2) ′′ ,
  (OM3) ∨′   , ∧′  .
  (OM4) ≤  ⇒  ∨′∧  
  일반 격자에서의 논리적 함의는  →    ∨

로 일의적인 방법으로 정의되지만, 직교모듈라 격자에서

의 논리적 함의는 다음의 6가지 방법으로 정의될 수 있

다[3]. 

   →   ′∨ (classical),

    →   ′∨∧ (Sasaki),

   →   ′∧′∨ (Dishkant),

   →   ∧∨′∧∨′∧′(relevance),

   →   ∧∨′∧∨′∨∧′       

           (non-tollens),

   →   ∧′∨∨′∧∨′∧′ 
           (Kalmbach)

  Abbott[4]은 Dishkant 함의 →를 일반화하여 이를 이

항연산으로 갖는 직교함의(orthoimplication) 대수를 정

의하고 이들의 특성을 조사하였다. 또한 Hardegree[5]는 

Sasaki 함의 →을 일반화하여 이를 이항연산으로 갖는 

준함의(quasi-implication) 대수를 소개하였다.

  이 연구에서는 고전적(classical)함의, Sasaki 함의와 

Dishkant 함의의 공통된 성질을 조사하고 이들의 관계를 

알아본다.

Ⅱ. 고전적함의, Sasaki함의와 Dishkant함의의  
    관계

보조정리 2.1. 이 직교모듈라 격자이고  ∈이면 

다음이 성립한다.

≥   ⇒  ∧′∨ .
정리 2.2. 직교모듈라 격자에서의 고전적, Sasaki, 

Dishkant 함의를 라 할 때, 이는 다음의 성질을 만족한다.

  (1) ≤  ⇒    ,

  (2) ≤  ⇒    .

  (3)   .

(증명) Sasaki의 함의에 대해 증명한다. 고전적 함의와 

Dishkant의 함의에 대해 유사한 방법으로 증명할 수 있다.

(1) Sasaki 함의 →을 라 하고, ≤ 라 하면 다음이 

성립한다.

 ′∨∧
        ′∨∧′∨∧
        ′∨′∨′∨∧′ ′
        ′∨′∨′′∧∧′′
        ′∨′∨′∨′′∧∧′′(∵′≤ ′)
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 요약

고전 논리의 연산이 집합의 연산과 밀접하게 관련되어 있는 것과 같이 양자논리(quantum logic)는 힐버트 공간(Hilbert space)의 

닫힌부분공간(closed subspace)의 연산과 관련되어 있다. 닫힌부분공간들의 집합은 직교모듈로 격자(orthomodular lattice)를 이루

고, von Neumann과 Birkhoff를 포함하여 많은 수학자들은 양자논리의 수학적 체계를 만들기 위해 직교모듈로 격자를 이용하였

다. 일반 격자(lattice)에서 논리적 함의(implication)는  →    ∨ 에 의해 일의적으로 정의되지만 직교모듈로 격자에

서는 6개의 서로 다른 논리적 함의가 정의되는 것으로 알려져 있다. 본 논문에서는 직교모듈로 격자에서 정의되는 3개의 논리적 

함의를 소개하고 이들 사이의 관계를 조사한다.
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        ′∨′∨∧′ ′(∵′≤ ∧′ , OM4)

        ′∨∧∧
        ′∨∧  (∵  ≤ )

        

(2) Sasaki 함의 →을 라 하고, ≤ 라 하면

 ′∨∧  ′∨
이다. 따라서 다음이 성립한다.

       ′∨∧
               ′∨′∨′∨∧
               ∧′∨  (∵  ≤ ′∨)
                 (∵  OM4).

(3) Sasaki 함의 →을 라 하면 다음이 성립한다.

  ′∨∧
         ′∨∧′∨′∨∧∧
         ′∨∧′∨∧ (∵보조정리 2.1)

         ∧∧′∨∧
           (∧≤ , OM4)

  정리 2.2의 성질 (3)에 의해 성질  →→ 은 

Sasaki와 Dishkant 함의가 모두 만족하는 성질임을 알 수 

있다. 이 성질은 직교함의 대수와 준함의 대수를 정의하

는 공리 중의 하나이다.

정리 2.3. 직교모듈라 격자  에서의 고전적 함의 → , 

Sasaki 함의 →와 Dishkant 함의 →는 다음을 만족한다.

  (1)  →    → ∧

  (2)  →   ∨→ ,

  (3)  →    → ∨ → ,

  (4)  →   ′→′ ,
  (5)  →   ′→′.
(증명) 을 직교모듈라 격자라 하자.

(1)  ∈에 대하여 ∧≤ 이므로  ′≤ ∧′
이고 다음이 성립한다.

          → ∧  ′∧∧′∨∧
                     ′∨∧   → .
(2)  ∈에 대하여 다음이 성립한다.

          ∨→   ∨′∨∨∧
                      ′∧′∨   → .
(3)  ∈에 대하여 ≤ ∨이고 ∧≤ 이므

로 ∨′≤ ′이고 다음이 성립한다.

 → ∨ →  ′∨∧∨′∧′∨
                  ′∨∧∨∨′∨
                  ′∨∨′∨∧∨
                  ′∨
                  → .

(4)  ∈에 대하여 다음이 성립한다.

         ′→ ′ ′′∨′∧′  ∨′∧′
                 ′∧′∨   → .
(5)  ∈에 대하여 다음이 성립한다.

′→ ′ ′′∧′′∨′
                     ′∨∧  → .
  위의 정리로부터 고전적 함의는 Sasaki 함의와 Dishkant 

함의를 이용하여 표현될 수 있으며, Sasaki 함의와 

Dishkant 함의는 서로가 일반 논리의 대우명제와 유사한 

성질을 갖는다.
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