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Abstract

Holes of rivets, bolts and nuts may cause stress concentration on the plates used in aircraft, ship and other structures. Excessive

stress concentration may lead to severe breakage of the plates. Thus, accurate analysis of the stress concentration at the design

stage will be important. In this paper, accuracy of EDISON program in stress concentration analysis was examined. By changing

hole size on a narrow plate, the change of the stress concentration factor(K) was investigated. Additionally, the same experiment was

conducted about series of holes on plate to investigate the interaction between adjacent holes. Then, these numerical results were

compared with the analytic prediction. EDISON program showed very high accuracy about stress concentration, since the numerical

results was correlated well with the analytic prediction.
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1. 서 론

항공기와 대형 선박에서 판과 리벳의 결합을 이용한 제작

은 필수적이며, 볼트와 너트를 이용한 결합 또한 널리 쓰인

다. 이러한 체결을 위해 판에 구멍 형상이 포함될 경우, 그

구멍 주위에서 응력 집중이 발생된다. 응력 집중 현상에 대

한 해석이 올바로 이루어지지 않으면, 허용 하중 하에서도

항복 및 파단이 일어날 수 있으며, 피로 파괴가 앞당겨질 수

있다. 따라서 설계 단계에서의 응력 집중 분석이 중요하다.

응력 집중에 대한 분석의 방법으로는 수학적 분석, 광탄성

효과를 이용한 분석, strain gauge를 이용한 측정 및 컴퓨

터를 이용한 FEM(Finite Element Method)이 있다.

Isida(1953)는 유한한 너비의 판에서 단일 구멍과 판의 경

계에 의한 응력 집중 계수를 수학적으로 예측하였고,

Schulz(1941)은 무한한 판 위에 일렬로 나열된 3개의 구멍

에 대해 응력 집중계수를 수식으로 나타내었다. 이 외에도

다양한 형상에 대한 수학적 분석이 이루어졌으며, Peterson

과 Rudolf(1953)는 이러한 내용들을 수집해 정리하기도 하

였다. 하지만 수학적인 응력 분석은 시간이 오래 걸리며, 더

복잡한 형상에 대해서 적용하기 어려울 수 있다. 광탄성 재

료나 strain gauge를 이용한 분석은 실제 재료를 제작하여

실험을 수행해야 하는 불편함이 있다.

최근에는 컴퓨터를 이용한 FEM으로 복잡한 응력 집중 현

상을 빠르게 분석할 수 있게 되었다. 높은 정확도와 응용력

은 우수한 FEM 프로그램의 기준이다. 이에 본 연구에서는

EDISON의 프로그램 중, 판의 구조 해석이 가능한 2D

Continuum linear analysis program을 이용한 응력 집

중 현상의 정확도와 응용력에 대한 분석이 이루어졌다.

우선, 유한한 너비의 판에 하나의 구멍이 있는 형상에 대

해서 응력 집중 현상을 해석하였다. 그 다음, 넓은 판에 일렬

로 나열된 3개의 구멍이 있는 형상에서 나타나는 응력 집중

현상을 해석하였다. 각 형상에 대해 응력 집중 계수를 계산

하여 이론값과 비교하여 정확도를 분석하였으며, 오차 원인

을 추론해 보았다.

2. 본 론

이 장에서는 응력 집중 계수 해석을 위한 배경 이론을 먼
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저 소개한 뒤, 단일 구멍이 존재하는 유한한 너비의 판과 3

개의 일렬로 나열된 구멍이 존재하는 무한한 판에서의 응력

집중 계수 변화에 대해 논의하고자 한다.

2.1 배경 이론

2.1.1 응력 집중 계수

재료에 존재하는 구배, 구멍, 흠집 등은 국부적으로 높은

응력을 유발한다. 이러한 현상을 응력 집중이라고 하며, Fig.

1은 응력 집중의 한 예시이다. 응력 집중의 정도는 응력 집

중 계수 로 설명한다. 인장 응력 집중 계수는 , 전단 응

력 집중 계수는 로 구분한다.

응력 집중 계수는 응력 집중 현상에 의해 발생한 최대 응

력을 기준 응력으로 나눈 수이며, 기준 응력은 종류에 따라

계산하는 방식이 2가지로 나뉜다. 멀리서 작용되는 응력을

기준 응력으로 보아 반력을 총 단면적으로 나누는 방법

()이 있으며, 응력 집중이 일어나는 곳의 단면적으로

나누는 방법()도 있다. 응력 집중 계수는 각 방법에 따라

, 으로 쓴다. 식 (1)은 Fig. 1에 대해서 계산한 응력

집중 계수이다.

응력 집중에 의한 최대 응력은 재료의 파단을 알아볼 수

있도록 Von Mises 응력으로 계산하기도 한다. 본 논문에서

는 Von Mises 응력으로 응력 집중 계수를 계산하였다.

  


 


 

m ax

 

m ax
(1)

Fig. 1 Tensioned finite-width plate with a hole

2.1.2 단일 구멍에 의한 응력 집중

Fig. 2와 같이 넓은 평판에 구멍이 존재할 때 응력 집중이

발생한다. Timoshenko와 Goodier(1951)가 정리한 평면

응력 이론에 따라 식(2)가 성립한다.

  

 




 










cos

  

 




 






cos

  










sin

(2)

Fig. 2 Tensioned infinite plate with a hole

  일 때,

    

   cos (3)

  일 때,

   (4)

로 집중된 응력이 최대가 된다. 따라서 넓은 평판에서 단

일 구멍에 의한 응력 집중 계수는 3이 된다.

2.2 너비가 유한한 평판 위의 구멍에 의한 응력 집중

Fig. 3 Finite-width plate with a hole

(Walter, D. P., 2008)

Isida(1953)는 Fig. 3과 같이 유한한 너비를 갖는 평판에

존재하는 구멍에 의해 발생하는 응력 집중 계수를 식 (5)와

같이 근사하였다.

   





 




(5)
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Fig. 6 Comparison of analytic and numerical 

EDISON 2D Continuum linear analysis program으

로 를 구한 후, 식 (5)와 비교하여 해석의 정확도를 검증

하였다.

Fig. 4 Finite-width plate with a hole

Length

(L)
20m

Force

(F)
1N

Width

(H)
4m

Young’s

modulus
70GPa

Thickness

(h)
0.01m

Poisson’s

ratio
0.33

density

( )
2710

Table 1 Specification of the model

Fig. 4은 EDISON 2D Continuum linear analysis

program에서 너비가 유한한 평판 위의 구멍에 의한 응력 집

중 현상을 구현할 해석 대상물이다. 이는 2차원 요소인

shell로 모델링되었고, 형상 및 물성치 정보는 Table 1에

나타내었다.

2.1.1 평판 전체에 global mesh를 적용한 해석

구멍의 반지름 a를 증가시켜가며 형상 모델링, 격자 생성,

경계조건 및 하중조건 대입을 하는 전처리 과정을 수행한다.

Fig. 5 pre-treatment phase using global mesh

이 때, 형상은 a/H가 0.05부터 0.45 사이에 0.05 간격

으로 값을 구하도록 총 9개를 구성하였다. 또한, 격자수에

따른 해석 값의 정확도를 살펴보기 위해 mesh의 global

edge length를 0.08, 0.05, 0.045 순으로 줄여가며 해석

을 진행하였다. 그리고 집중하중이 작용된다는 상황을 고려

하여 평판의 길이방향 양 끝단 node에 각각 fixed support

와 집중하중(F=1N)을 설정하였다. Fig. 6은 의 해석적

값과 수치적 값을 비교한 그래프이다.

Fig. 7 Discrepancies in terms of the mesh size

그래프에서 mesh 크기가 감소할수록 수치적인 값에 가

까워진다는 것을 확인하였다. 하지만 mesh size를 더 낮추

어 정확도를 늘리려하면 평판 전체의 격자수가 급격히 증가

하므로 EDISON 2D Continuum linear analysis

program의 허용 범위를 넘어설 수 있다. 실제로 mesh의

global edge length를 0.04이하로 하여 해석을 시도하였지

만 오류로 인해 simulation이 중단되었다. 또한 a/H가 0.1

이하, 0.4이상인 범위에서는 이론값과 비교할 수 없을 만큼

크게 벗어남으로써 평판 전체에 global mesh를 생성하는 방

법은 구멍 주변의 응력을 해석하는데 부적절함을 알 수 있

다.

2.1.2 구멍 주위에 local mesh를 적용한 해석
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Fig. 8 Arrangement of mesh seeds on edge

Fig. 8과 같이 구멍으로부터 멀리 떨어져 있는 부분에는

큰 간격의 global mesh를 적용하고, 구멍의 테두리와 그 반

지름의 3배에 해당되는 원 사이에 작은 간격의 local mesh

를 따로 적용하는 방법으로 해석을 수행하였다.

Fig. 9 Mesh configuration using the local mesh

 

Fig. 10 Point of the maximum stress

해석을 수행한 결과, 구멍의 상단과 하단에 최대응력

m ax가 정상적으로 나타남을 확인하였다. 또한 반지름 a가

커질수록 더 많은 local mesh를 생성해야 오차를 줄일 수

있다는 것을 Table 2를 통해 알 수 있다.

a/H local mesh error(%)

0.05 100 1.29930916

0.1 100 1.55268545

0.15 100 1.67948612

0.2 100 1.901347

0.25 100 1.38522473

0.3 100 1.01758191

0.35 100 5.729

0.35 125 0.5088207

0.4 125 5.827

0.4 175 0.97448086

0.45 200 2.54823661

Table 2 Relationship among radius, local mesh and error

Table 2에서 빨간색 부분은 낮은 local mesh 수 때문에

갑자기 큰 오차가 발생함을 나타낸 것이다. 따라서 반지름의

크기에 맞게 적절한 local mesh를 설정한 뒤 해석적 값

과 비교한 그래프는 Fig. 11이다.

Fig. 11 Comparison of analytic and numerical value

해석적 은 반지름이 매우 작을 때 즉, a/H가 0으로

수렴할 때 3이 된다는 것이 앞서 2.1.2에서 설명 되었다. 따

라서 수치적  또한 a/H가 작을 때 3에 가까운 값을 가

질 것으로 예상된다. Fig. 11에서도 이러한 경향을 살펴볼

수 있다.

또한 오차율을 살펴보았을 때 a/H=0.45를 제외하면 모

두 2% 오차범위 이내이고, 전체적으로는 3% 이내로 매우

정확한 해석 결과를 도출해내었다. 따라서 EDISON 2D

Continuum linear analysis program이 응력 집중 현상

을 잘 나타내었음을 알 수 있다.
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Fig. 12 Errors of numerical results

2.3 무한한 평판 위의 연속한 구멍에 의한 응력 집중

Fig. 13과 같이 3개의 구멍이 일렬로 나열되어 있는 평판

에 구멍이 나열된 방향에 수직으로 인장력이 가해졌을 때의

응력 집중 현상을 분석하였다. EDISON 2D Continuum

linear analysis program으로 계산된 응력 분포에서 최대

응력을 찾아 2.1.1의 방법으로 응력 집중 계수를 구하였고,

그 결과를 이론값과 비교하였다.

Fig. 13 Tensioned infinite plate with 3 holes

식 (6)는 Schulz(1941)의 응력 집중 계수 이론식이다.

 










 










(6)

EDISON 2D Continuum linear analysis program에

사용된 형상, 격자, 경계조건 및 힘의 분포는 Fig. 14와 같

다. 전체적인 길이 500m, 너비 1000m, 두께 1m에서 을

100m로 고정하였다. 값을 0.1, 0.2, 0.3, …, 0.7로,

즉 를 10m, 20m, 30m, …, 70m로 바꿔가며 해석하였

다. 왼쪽과 오른쪽 가장자리의 node들은 각각 201개이며,

구멍의 테두리에 격자를 250개씩 배치하였다. 왼쪽 가장자리

node들을 고정시키고, 오른쪽 가장자리 node들은 Y축 방향

자유도만 억제하였다. 오른쪽 가장자리 node들에 각각

0.0001N의 집중 하중을 가하였다. 입력 파일 제작 및 후처

리는 KAIST 전산구조해석 및 설계 연구실에서 제공한 전후

처리기로 수행하였다.

Fig. 14 Example of Input file for EDISON simulation

우선 응력 분포 결과인 Fig. 16을 살펴보면, 구멍 크기에

따른 응력 집중 효과의 변화가 잘 나타나있다. Fig. 16(A)

는 구멍이 작아 서로에게 큰 영향을 주지 않아 구멍 사이의

응력 집중은 크지 않았다. 앞에서 본 단일 구멍에 의한 응력

집중 분포와 비슷함을 알 수 있다. Fig. 16(B)부터는 구멍

들 사이에서 응력 등고선의 변화가 보이기 시작한다. 구멍이

커질수록 구멍들 사이의 등고선이 높아지며, 응력이 더 많이

집중된다.
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Fig. 16 Stress distribution on 2D plate with 3 holes
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또한 구멍이 커질수록 최대 응력이 더욱 커졌다. 값에

따른 최대 응력의 변화는 Table 3과, Fig. 15에 나타내었

다. 구멍은 주변의 응력을 높이는 역할을 하여 구멍들 사이

에서 응력 등고선을 높이며, 다른 구멍의 테두리가 그 영향

력 안에 포함되면 최대 응력 또한 상승하게 된다.

 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

max
( 

)

5.96 5.99 6.04 6.18 6.41 7.69 7.69

Table 3 Maximum stress according to the size of hole

Fig. 15 Maximum stress according to the size of holes

마지막으로 최대 응력으로부터 응력 집중 계수를 계산하여

이론값과 비교하였다. 이론값으로는 식 (6)을 사용하였다.

Table 4는 FEM을 통해 구한 응력 집중 계수와 이론값을

비교하는 표이며, Fig. 17은 Table 4의 내용을 시각적으로

나타낸 것이다.

전체적인 경향성이 잘 맞으며,    일 때 오차가 3%

이내로 높은 정확도를 보인다. 오차는 Fig. 18을 통해 시각

화 하였다. 이 작을 때는, 2.1.2와 같이 넓은 평판 위의

단일 구멍이 있는 형상과 비슷한 성질을 갖게 되어 응력 집

중 계수가 3으로 수렴하게 된다. 이 커질수록 오차가 커

지는 것은 구멍 근처의 mesh가 커지기 때문이다. EDISON

2D Continuum linear analysis program이 허용 가능한

mesh 수가 제한되어 있어서, 구멍이 커지면 그 테두리의

mesh 수는 변함없이 mesh의 크기가 커지게 된다. 그러면

응력이 집중되는 부분을 덮는 mesh의 수가 적어져 오차가

증가하게 된다.

 

 Theory Result Error(%) Theory Result Error(%)

0 2.9436 3.0000

0.1 3.0422 2.9652 2.53 2.6944 2.6687 0.95

0.2 3.0402 2.9801 1.98 2.3996 2.3841 0.65

0.3 3.0161 3.0050 0.37 2.1205 2.1035 0.80

0.4 3.0484 3.0746 -0.86 1.8617 1.8448 0.91

0.5 3.2154 3.1891 0.82 1.6280 1.5945 2.06

0.6 3.5957 3.8259 -6.40 1.4240 1.5303 -7.47

0.7 4.2676 3.8259 10.35 1.2545 1.1478 8.51

Table 4 Stress concentration factor according to the size of holes

Fig. 17 Stress concentration factors according to the size of holes

Fig. 18 Discrepancies of the results
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3. 결 론

본 연구에서는 EDISON 2D Continuum linear

analysis program의 응력 집중 현상에 대한 정확도를 알아

보았다. 유한한 너비의 평판에 단일 구멍이 있는 형상과 무

한한 평판에 3개의 구멍이 나열된 형상에 대하여 각각 응력

분포를 구하였고, 응력 집중 계수를 이론값과 비교하였다.

단일 구멍의 경우, 평판 위에 global mesh를 배치했을

때 구멍 주변의 mesh 수가 증가함에 따라 오차율이 감소함

을 볼 수 있었다. 하지만 해석의 정확도를 높이기 위해

global mesh edge length를 짧게 하면 mesh 수가 기하급

수적으로 증가하여 비효율적인 해석을 수행하게 되었다. 반

면, 구멍 주변에 local mesh를 따로 설정하였을 때 전체

global mesh 수를 늘리지 않아도 응력 집중 해석의 정확도

를 높일 수 있으므로 해석의 용이성을 꾀할 수 있었다.

3개의 구멍이 나열된 평판 해석에서도 구멍들의 응력 집중

에 의한 상호작용이 잘 구현된 응력 분포를 보였다. 또한 구

멍의 크기가 작을 때 이론값과의 오차가 약 3% 이내로 비교

적 정확한 값을 구할 수 있었다.

본 연구에서 응력 집중이 일어나는 부분에 충분한 수의

mesh가 배치된다면, EDISON 2D Continuum linear

analysis program으로 응력 집중에 대한 높은 정확도의 해

석을 수행할 수 있음을 보였다. 하지만 구멍의 반지름이 증

가함에 따라 정확한 해석을 위해 필요한 local mesh의 수도

함께 증가하였다. 15만개 정도의 mesh에서 simulation이

중지되는 경우가 발생하는데, 앞으로 대용량의 계산을 수행

할 수 있도록 개선된다면 실제 설계단계에서 EDISON 2D

Continuum linear analysis program을 통한 안전성 검

사를 할 수 있을 것이다.
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