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초   록

미분변환법은 미분방정식의 해를 구하기 위한 방법으로 다양한 분야에서 적용에 관한 연구를 수행 중 

이다. 항공우주분야의 동역학 모델링의 경우 미분방정식은 비선형성을 포함하게 되며 일반적으로 수치

해석을 이용해 근사해를 구하게 된다. 본 논문에서는 미분변환법을 이용해 구해진 근사해의 오차 추이

를 분석한 내용을 다루고 있다. 이를 위한 예제로써 duffing equation을 사용하였으며, duffing 

equation에 포함된 비선형성을 증가시킴에 따라 미분변환법을 이용해 구한 근사해와 수치해석을 이용해 

구한 수치해를 비교하였다.

1.  서 론

항공기 및 우주비행체의 동역학 모델링인 미분

방정식의 해는 모델링 대상의 시간에 따른 거동 

또는 변화 등을 설명할 수 있도록 도와준다. 

[1,2] 동역학 모델링은 선형 및 비선형 미분방정

식의 형태로 나타나게 되며 모델링의 해는 다양

한 방법으로 구할 수 있다. 미분방정식의 해를 구

하기 위해 Zhou는 미분변환법을 소개하였으며 

[3], 미분변환법은 물리, 수학, 전산, 역학 등 다

양한 분야의 학문에서 적용을 위한 연구가 수행

되고 있다. 

관련연구로서, Bert 외 1인은 컴파운드바

(Compound bar)의 종 진동(Axial vibration)을 

해석하기 위한 해를 미분변환법으로 구하였으며, 

구해진 해의 정확도를 보였다. [4] Chen 외 1인

은 미분변환법을 이용해 양점 경계치 문제 

(Two-point boundary problem)의 해를 구하

는 방법을 제시하였다. [5] 또한, Rashidi는 미분

변환법과 파데 근사 (Pade approximant)를 결합

한 방법을 제시하였고, 기존의 미분변환법보다 전

자유체역학(Magnetohydrodynamics)의 경계층

(Boudary-layer) 문제에 있어 더욱 정확한 해를 

얻을 수 있음을 보였다.[6]

본 논문에서는 미분변환법을 이용해 구해진 해

의 비선형성 증가에 따른 오차를 분석하였다. 이

를 위한 예제로 duffing equation이 사용되었다.

2.  미분변환법

함수 의 미분변환  Eq. (1)과 같이 정

의된다.[7,8]
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         (1)

의 미분역변환은 Eq. (2)와 같이 정의된

다.[7,8]
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따라서, Eqs. (1)과 (2)에 의해 Eq. (3)이 얻

어지게 된다.
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미분변환인 Equation (3)은 테일러 급수를 이

용해 유도되어지며, Eqs. (1)~(2)를 이용하면 

Table 1과 같은 연산이 가능하게 된다.

미분변환법으로 구해진 근사해의 정확성은 파데 

근사를 이용하여 향상시킬 수 있다.[8]

3. Duffing Equation을 이용한 오차분석

3.1 미분변환법을 이용해 구해진 duffing equation

의 해

감쇠(damping)는 0, 강성(stiffness)은 1, 입력

은 0일 때 duffinge equation은 Eq.(4)와 같다.

                  (4)

여기서, 는 비선형성이다. 초기조건이 

  ,   이고, 비선형성 가 0.1일 때, 

미분변환법을 이용하면 Eq. (4)는 Eq. (5)와 같

이 나타낼 수 있다.

      


∙













  
  




  



       











      

(5)

   일 때 Eq. (5)를 이용하여 구한 근사해 

는 Eq. (6)과 같다.

       
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     (6) 

Equation (6)은 라플라스 변환을 이용하여 Eq. 

(7)과 같이 나타낼 수 있다.
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Equation (7)에   를 대입하고, 4차 와 

의 파데 근사를 이용하면 Eq. (7)은 Eq. (8)과 

같다.
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Equation (8)에   를 대입한 후 역라플라

스 변환을 이용하면 미분변환법을 이용해 구해진 

의 근사해 는 Eq. (9)와 같다.

  sin  sin   (9)

Figure 1에서 볼 수 있듯이 수치해석으로 구한 

해와 미분변환법을 이용해 구한 해가 거의 유사

함을 알 수 있다.

1.   ± 이면,    

2.    (는 상수) 이면,   

3.  



이면,  

 
  

4.    이면,   
  



 

5.    이면,      (는 크로네커 델타)

6.   




 이면,  

  
( ≧ )

7.   




 이면,   
  



 

 
( ≧ )

8.    이면,   
  




  

  

     

Table 3. Mathematical Operations of Differential Transform Method
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Table 4 Error Trend with respect to the nonlinearity
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Fig 1. Comparison Result between

Numerical Solution and DTM Solution

(  )

Fig 2. Error Trend with respect to

DTM order and Nonliearity

3.2 미분변환법으로 구한 근사해의 오차 분석

Table 2는 미분변환법의 차수가 10일 때 비선

형성과 파데 근사의 차수 증가에 따른 수치해와 

미분변환법으로 구해진 근사해의 오차 크기를 나

타낸다. Figure 2는 미분변환법의 차수와 비선형

성이 증가하는 경우의 오차 추이를 보여주고 있

다. Table 2와 Fig. 2에서 볼 수 있듯이 비선형

성이 증가하더라도 미분변환법의 차수가 2 일 때 

근사해의 오차가 최소되지만, Fig. 3에서 볼 수 

있듯이 시간이 지남에 따라 오차가 증가한다. 

Table 3은 비선형성이 0~0.3일 때 미분변환법의 

차수가 2차일 때 오차 크기를 나타낸 것이다.
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Fig 3. Comparison Result between

Numerical Solution and DTM Solution

(  )

4.  결 론

본 논문에서는 미분변환법을 이용해 구해진 해

의 오차 분석에 대한 내용을 다루었다. 오차를 분

석하기 위한 예제로는 duffing equation을 사용

하였고, duffinge equation에 포함되어 있는 비선

형성을 증가시킴으로써 미분변환법을 이용해 구

해진 해의 오차를 수치해석으로 구한 해와 비교

하였다. 비교 결과, 미분변환법을 이용해 구해진 

해는 미분변환법의 차수가 낮을 때 오차의 크기

가 작지만, 비선형성이 증가함에 따라 시간이 지

날수록 오차가 증가하게 됨을 알 수 있다.

Non-

linearity

()

DTM 

Order

Pade

Order Displacement

Error
Rate Error

P Q

0 2 2 2 1.544×10-6 4.705×10-7

0.1 2 2 2 0.3067 0.2799

0.2 2 2 2 0.5716 0.5031

0.3 2 2 2 0.7892 0.7811

Table 5 Minimum DTM and Pade Order
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