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요   약 
 

양방향 필터 (Bilateral filter)는 에지 보전 평활화 필터로써 디노이징, 반사 제거, 스테레오 매칭 등 다양한 
분야에서 사용되고 있다. 이는 기존의 가우시안 필터에 사용되는 공간 도메인 커널 (spatial kernel)이외에 강도 
도메인 커널 (range kernel)을 추가로 사용하여 비슷한 강도의 픽셀에 높은 가중치를 부여함으로써 에지를 
보전하면서 평활화를 한다. 또한 양방향 필터는 비등방성 확산 필터 (Anisotropic diffusion filter)와 달리 항상 
수렴을 보장한다. 따라서 본 논문에서는 고정점 반복 이론을 적용하여 양방향 필터의 수렴을 수학적으로 
증명한다.  

 
1. 서론 
 

에지 보전 평활화는 에지, 코너 등과 같은 중요한 특징 
점들을 보전하면서 노이즈, 미세한 텍스쳐 정보를 평활화하는 
작업이다. 이를 이용하면 신호 내부에 포함되어 있는 근본적인 
구조 정보를 추출할 수 있기 때문에 많은 연구가 진행되고 
있다.  

에지 보전 평활화 필터는 필터의 성질에 따라서 선형 
필터와 비선형 필터로 구분할 수 있다. 선형 필터의 대표적인 
예로는 가우시안 필터 (Gaussian filter)가 있으며 이는 이차원 
커널을 두 개의 일차원 커널로 분리하여 필터링을 할 수 있기 
때문에 수행 속도가 빠르다. 하지만 단순히 픽셀의 거리에 
의존해서 필터링을 수행하기 때문에 특정점들이 사라지는 
문제가 있다 [1]. 비선형 필터는 비슷한 강도의 픽셀에 높은 
가중치를 부여함으로써 특징점을 보전하는 이점이 있지만 
복잡도가 높은 단점이 있다. 따라서 최근에는 비선형 필터의 
복잡도를 줄이는 연구가 활발히 진행중이다 [2]. 비선형 필터의 
대표적인 예로는 양방향 필터 (Bilateral filter) [3], 비등방성 
확산 필터 (Anisotropic diffusion filter) [4], 평균 이동 필터 
(Mean shift filter) [5], 적응적 필터 (Adaptive filter) [6] 
등이 있다. Barash 와 Comaniciu 는 이러한 필터들의 관계를 
증명하였다 [7].  

비선형 필터 중 가장 널리 이용되는 필터 중 하나는 
양방향 필터이다. 이는 디노이징 [3], 반사 제거 [8], 스테레오 
매칭 [9], HDRI (High-Dynamic-Range Image)의 양자화 
[10] 등 많은 분야에서 이용되고 있다. 양방향 필터의 성능이 
우수하지만 이를 뒷받침 하는 이론적인 근거가 부족하기 
때문에 많은 연구자들이 이를 찾기 위해 노력하고 있다 [7, 

11]. 비등방성 확산 필터는 결국 편미분 방정식(열 방정식)의 
해를 구하는 과정이므로 시간 변수에 따라서 수렴도가 결정 
된다 [4]. 이와 달리 양방향 필터는 비등방성 확산 필터와 달리 
항상 수렴을 보장한다. 따라서 본 논문에서는 고정점 반복 
이론을 이용하여 양방향 필터의 수렴을 수학적으로 증명한다.  

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2 절에서는 양방향 필터의 
정의를 살펴보고, 이의 수렴을 보이며, 3 절에서는 본 논문의 
결론을 맺는다.  

 

2. 양방향 필터의 수렴 분석 
 

양방향 필터는 비선형 필터의 하나로, 상대적으로 중요도가 
떨어지는 영역을 평활화 하면서, 중요한 특징점을 보전하는 
필터이다. 이는 공간 커널 (spatial kernel)과 강도 커널 
(range kernel)을 동시에 사용함으로써 강도 도메인에서 
비슷한 강도를 가지는 픽셀과 공간 도메인에서 공간적으로 
가까운 픽셀에 가중치를 줌으로써 필터링을 진행한다 [3].  

( )0
: [0, ] [0, ]I M N× →p � , 2
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영상이라고 하면 양방향 필터는 다음과 같이 정의된다.  
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커널을 의미하며 아래와 같이 단조 감소 함수를 사용하여 정의 
된다.  
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σ 은 각각 공간 커널과 강도 커널의 대역폭 

(bandwidth)으로 일반적으로 노이즈 추정의 역할을 담당한다.  

 

Theorem. 양방향 필터는 항상 정해진 점 α 로 수렴한다.  

Proof. 아래와 같은 함수를 정의하자. 

( ) ( ) ( )( )1
, ,     0

t t t
I f I I t

+ = ≥p p q          (5) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

\

\

,

, ,

1 , ,

C

C

t t

t t t t

S RN

t t

S RN

f I I

I g g I I I

g g I I

∈

∈

+
=

+

∑
∑

q p p

q p p

p q

p p q p q q

p q p q

 (6) 

( ) ( )( ),
t t

f I Ip q 는 식(1)의 양방향 필터를 의미한다. 또한 

식 (3), (4)와 같은 커널을 이용하면 

( ) ( ) ( )( ){ }, , 1
t t

S R
sup g g I I =q p q p 을 가정할 수 있으며 

따라서 아래와 같은 식이 성립된다.  
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t t
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즉, 가중치의 합은 임의의 양수 D 로 제한이 된다. 
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값에 의존하게 된다.  
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양수 D% 로 제한될 수 있다. 따라서 식 (5)는 아래와 같이 근사 
된다.  
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where 0 D D< ≤ . 

식 (9)는 고정점 반복과 같은 형태로 바뀌게 된다. 즉, 
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I h I
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정의할 수 있다. 
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따라서 고정점 반복 이론의 수렴조건을 이용하여 양방향 
필터의 수렴을 증명할 수 있다. 이를 위하여 다음과 같은 
가정을 하자.  

( )( ) [ ]( )0, 255h I ∈p C                 (11) 

[ ]( ) [ ]0, 255 0, 255h ⊂  (Contraction condition)     (12) 

함수 ( )⋅C 는 임의의 함수 ( )f ⋅ 가 주어진 도메인에서 

미분가능 함을 의미한다. 따라서 두 가정을 이용하여 함수 

( )h ⋅ 를 미분하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.  
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γ 은 D 가 0 인 경우를 제외하고는 항상 1 보다 작은 값을 

가지게 된다. 따라서 고정점 반복 이론의 수렴 조건에 

따라서 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),I h I I If=p p p q� 는 주어진 도메인 

[0, 255]  안에서 하나의 해 α 를 가진다. 또한,  
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I p 에 대해서 항상 α 로 

수렴한다.  

나아가서, ( ) ( ) , [0, ]I I M∀ ∈p q 에 대하여 
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이므로  
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를 만족한다. 즉, 식 (15)와 (16)을 이용하면 다음과 같은 
식이 만족함을 보일 수 있다. 
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3. 결론 
 

본 논문에서는 양방향 필터의 수렴에 대해 증명하였다. 
양방향 필터는 적응적 필터의 일반화된 경우 이므로 [7], 이를 
이용하면 적응적 필터의 수렴 또한 증명할 수 있으며, 나아가 
비등방성 확산 필터의 수렴 역시 고정점 반복이론을 이용하여 
증명할 수 있다.  
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