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1) 1. 서  론

랜덤진동이론은 랜덤한 하중을 받는 구조물의 

입력과 응답 사이의 상관관계를 연구하는 분야다. 
모든 기계 시스템은 정해진 수명동안 어느 정도 혹

은 상당기간 랜덤한 하중을 경험하고, 이로 인하여 

점진적인 기계적 손상이 발생될 수 있다. 특별히, 
항공기와 축류 유동조건 내부에서 기능하는 구조물 

등이 중요한 적용예가 된다. 랜덤진동 해석은 신호

의 측정과 분석을 위한 신호처리 이론과도 긴밀하게 

연관된다. 본 논문은 랜덤진동이론을 학습하는 과정

에서, 습득했던 이론적인 내용을 공유하고, 정리하기 

위해서 작성하였다. 랜덤진동이론은 확률 및 통계이

론, 랜덤데이터 프로세싱 이론, 구조동력학 이론을 

기본으로 하고 있다. 랜덤진동해석에 필요한 정보를 

구성하기 위해서는 기본적으로 특정한 물리량의 랜

덤한 성질을 정의해야하는데, 이때 확률이론과 랜덤

신호처리에서 사용되는 분석 도구들이 활용된다. 랜

덤진동이론 분야는 편의상 기초 확률이론, 랜덤변수

의 분포특성, 랜덤프로세스, 선형구조동력학, 선형계

의 랜덤진동, 랜덤 프로세스의 특성, 비선형계의 랜

덤진동, 기초통계학, 랜덤신호처리, 확률밀도함수의 

추정, 랜덤진동의 현대적인 해석기법 등으로 주요한 

내용을 나눌 수 있는데, 본 논문에서는 이론의 전반

부인 선형계의 랜덤진동이론까지 기술하고 나머지 

내용은 이어지는 논문에 나누어 기고하고자 한다.

2. 기초이론

2.1 랜덤변수와 분포특성
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확률이란 랜덤실험의 결과(outcome)로, 특정한 사

건(event)이 발생될 상대적인 가능성을 말한다. 랜덤

실험은 특정한 행위나 동작(action)의 결과를 미리 

알 수 없지만, 결과의 가능성(potential results)은 미

리 규정할 수 있는 비교적 잘 정의된 행위나 동작 

혹은 이들의 나열(sequence)이다. 이 때 사건(event)
이란 랜덤실험의 결과(outcome,  )나 이들의 집합

(collection of outcome)을 말한다. 샘플공간(sample 
space)은 랜덤실험에서 발생가능한 모든 사건의 총

집합(collection of event)을 말하는데, 외팔보 끝단

에 랜덤하중이 작용할 때, 외팔보가 파단될 때까지 

걸리는 시간을 측정한다고 가정하면, 실험의 결과는 

0< <∞이고, 샘플공간은 Ω={ :0<< }이 되며, 
발생가능 한 사건은 E1={>5}, E2={10<<20}, 
등 여러 가지가 될 수 있다.

Fig. 1 랜덤실험 결과의 사상과 랜덤변수

랜덤변수(X)는 앞서 정의된 랜덤실험의 사건과 결

과를 정량적으로 기술하기 위해서, Fig. 1과 같이 

특정한 샘플공간에 포함된 결과들을 실수축의 한 점

으로 사상(mapping)시킨 것이다. 따라서, 샘플공간

의 특정한 영역을 나타내는 사건은 실수축 선상의 

특정한 구간으로 맵핑된다. 이때, 확률밀도함수

(PDF)에 의해서 정의되는 특정 사건의 가능성 

P[a<X<b]이란, 랜덤실험을 수행했을 때, 수행된 결

과가 랜덤변수 X( )로 사상되고, 이 값이 사상된 

공간(실수축선상)의 특정구간, 즉 a와 b사이에 존재

할 가능성을 의미하게 된다. P[a<X<b]는 PDF를 구

간 적분한 가능성을 나타내므로, 전 구간에 대한 

PDF적분 값은 항상 1이 된다. 적밀도함수(CDF)
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는 PDF를 -∞부터, 특정한 x까지 적분한 것으로, 
PDF를 적분변환(integral transformation)한 개념이

다. 즉, CDF를 x(맵핑공간의 독립변수)로 미분하면, 
PDF를 얻게 된다. Fig. 2는 정규 혹은 가우스 분포 

특성을 갖는 랜덤변수의 PDF와 CDF를 나타낸다.

Fig. 2 Graphical representation of PDF and CDF

랜덤변수의 통계적인 특성은 평균, 분산, 표준편

차와 같은 몇 가지 상수에 의해서 간략히 표현되는

데, PDF fX(x), -∞<x<∞를 갖는 랜덤변수 X의 평

균, 분산, 표준편차는 다음과 같이 정의된다.  

     (1) 

랜덤변수 X에 의해서 정의되는 일변수 함수 
y=g(X)의 PDF와 기대값은 식(2), (3)으로 표현된다.

            (2)

       (3)

   선형함수 Y=aX+b에 대하여, Y의 PDF, 평균, 분

산은 아래와 같이 표현되는데, 정규분포를 갖는 확

률변수들의 선형함수(혹은 선형조합)는 역시 정규분

포을 따르고, 그 평균과 분산은 확률변수의 평균과 

분산으로 간단하게 표현될 수 있다.

(4)

2.2 다변수와 랜덤변수들의 겹합 분포특성
하나의 랜덤실험 안에서, 관찰하는 조건(시간, 위

치, 방향)에 따라, 여러 가지 랜덤변수가 발생될 수 

있는데, 이때 랜덤변수들은 결합되어 동시에 분포한

다고 말한다. 사건 A와 B가 각각 개별적으로 일어

날 확률을 P(A)와 P(B)라 할 때, 두 사건이 동시에 

일어날 결합 확률은 P(A∩B)가 된다. 동일한 실험에

서, 사건 A와 B가 각각 실수축상의 랜덤변수에 사

상될 때, 즉, A={랜덤변수X가 x값을 갖는 사건}, 
B={랜덤변수 Y가 y값을 갖는 사건}, 이 둘 이상의 

랜덤실험의 결과는 직교좌표계 혹은 다차원 좌표계

의 한 점으로 사상될 수 있고, 랜덤변수 X, Y의 조

합이 어떤 영역 내부에 있을 확률은 P((X,Y) D)이 

된다. 여기서, 결합 확률밀도함수는 두 사건이 동시

에 발생될 혹은 두 확률변수가 특정한 영역에 존재

할 확률 P((X,Y)∈D)를 표현하는데, 두 사건에 대응

되는 두 확률변수의 결합확률밀도함수(JPDF)는 식

(5)과 같이 정의된다. 

        (5)

정의에 따라, 결합확률은 3차원 공간에 놓인 결합 

PDF 곡면 fXY(x,y)의 D영역이 차지하는 체적과 같은

데, 이 때문에 JPDF의 값은 항상 양의 값을 갖고, 
전체 구간에 대한 적분은 항상 1이 된다. 또 하나 

중요한 성질은 JPDF로부터, 식(6)과 같이 개별적인 

사건이 독립적으로 일어날 확률인 marginal PDF를 

계산할 수 있다는 것이다. 

     (6)

이 말은 결합 PDF특성을 알면, 개별적인 확률변

수들의 각각의 확률을 계산할 수 있다는 의미가 되

는데, 결국 랜덤변수들의 조합에 대한 통계적인 특

성은 이들의 JPDF에 의해서 완전하게 기술된다는 

것이다. 같은 맥락에서, JPDF를 갖는 두 랜덤변수 
X, Y에 대하여, 이들의 CDF는 한 랜덤실험을 수행

할 때, 랜덤변수 X가 폐구간 (-∞, x]와 랜덤변수 Y
가 구간 (-∞,y]에 동시에 위치할 확률이 된다. 다수

의 랜덤변수가 조합되어 분포할 때, 둘 사이의 통계
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적인 관계를 규정하는 것이 중요한데, 독립 혹은 종

속성이나 상관함수 혹은 상관관계 등으로 표현된다. 
상호독립이란 말 그대로 두 관측결과나 사건이 통계

적으로 관련성 없음을 의미하는데, 예를 들어, X가 

구조물에 인가되는 입력하중이고, Y는 구조물의 응

답일 때, 이 둘은 동시에 측정되거나, 또는 X와 Y는 

각각 개별적으로 다른 시점에서 측정될 수 있다. 이

때, X와 Y가 완전히 임의적으로 비상관일 수 있으

며, 이 때문에 조건부 확률을 이해하는 것이 중요한

데, 이것은 다시 확률변수들의 통계적인 상관성 혹

은 의존성에 관한 것이된다. 두 랜덤변수가 서로 독

립이면, JPDF는 각 PDF의 곱으로 표현할 수 있다. 
즉, fXY(x, y)=fX(x)fY(x). 아울러, 두 랜덤변수의 상관

성에 대한 문제는 상관함수 E[XY]를 이용하여 기술

하는데, 상관함수는 두 랜덤변수 곱의 기댓값을 의

미한다.

  (7)

아울러, 결합분산(Covariance)과 상관계수도 식(7)
와 같이 정의되며, 이들은 모두 두 랜덤변수 사이의 

상관성을 기술하는데 이용되는 지표들이다. 
고전 랜덤진동은 결정론적인 시스템에 가해진 랜

덤입력에 대하여, 주어진 입력을 먼저 통계적인 방

식으로 기술하고 이것으로부터 시스템 응답을 다시 

통계적인 방식으로 기술하는 과정이라고 할 수 있

다. 이것은 랜덤변수 들의 함수로 정의되는 특정 함

수의 통계적인 특성화를 필요로 하게 된다. 한 랜덤

실험을 수행할 때, 시간과 위치, 방향에 따라 여러 

가지 측정결과 혹은 관측에 따른 랜덤변수가 있을 

수 있지만, 단지 두 개의 랜덤변수만으로 정의되는 

함수 Z를 가정할 때, Z=g(X,Y)의 CDF는 X와 Y의 
두 JPDF함수를, g(x,y)<z를 만족하는 x-y영역에 대

하여 적분한 개념이다. PDF는 CDF와 적분변환의 

관계를 가지므로, CDF의 z에 관한 순간변화율이 된

다. 만일 두 랜덤변수의 합으로 구성된 함수 

Z=X+Y CDF(x+y<z에 관한)는 y 혹은 x  대한 

적분구간을 각각 x-z 혹은 y-z로 변경하여 얻을 수 

있는데, CDF로부터 PDF를 계산하기 위해서는 

Leibniz연산법칙을 적용할 수 있다(1). 중요한 것은 

독립인 두 확률변수 X와 Y의 합 함수 Z(=X+Y)의 

PDF는 두 확률변수 사이의 PDF에 대한 

convolution적분으로 정의된다는 것이다. 아울러, Z
의 기댓값은 개별적인 두 확률변수의 기댓값의 합으

로 표현되며, 특별히 Z의 분산은 각각의 분산의 합

에 2배의 결합분산을 추가로 더하게 된다. 여기서 

강조되어야 할 것은, 정규 분포하는 확률변수들의 

합의 확률분포는  역시 정규분포를 따른 다는 것인

데, 같은 맥락에서 중심극한원리(Central limit 
theorem)는 일반적인 분포특성을 갖는 독립 랜덤변

수들의 합의 분포는 궁극적으로 정규분포에 수렴한

다는 것을 의미한다. 

2.3 랜덤프로세스
랜덤프로세스는 순서에 따라 정렬된 랜덤변수의 

나열인데, 이 순서를 나타내는 독립변수는 indexing 
집합에 속하게 된다. 파라미터란 시간과 같은 독립

변수를 말하는데, 예를 들어 가속도는 시간에 따라 

변화되는 랜덤 프로세스이며, 도로의 랜덤한 굴곡은 

거리 혹은 위치에 따라 변화되는 랜덤 프로세스라 

할 수 있다. 파라미터가 연속이면, 랜덤 프로세스는 

{X(t), t T}로 표현되고, T는 indexing 집합이다. 마

찬가지로, 독립변수가 이산변수이면, 랜덤프로세스는 

{Xj, j J}로 표현되는데, 여기서 J는 이산 indexing 
집합이 된다. 참고로, 랜덤프로세스는 낱개의 원소로 

표현하면, X(t1), X(t2), ....X(tn-1)로 표현할 수 있으며, 
이러한 각각의 random variable realization을 통해

서 랜덤 프로세스를 그래프로 형상화할 수 있다. 중

요한 것은 래덤프로세스의 특성을 기술하거나 표현

하기 위해서는, 래덤 프로세스의 확률적인 특성을 

완전히 기술해야 하는데, 이것은 하나의 랜덤 프로

세스 안에 있는 모든 랜덤변수들에 대한 JPDF함수

를 모두 정의 및 기술해야 하는 것이다. 즉, 이산 

랜덤프로세스 {Xj, j J}의 경우, 임의의  랜덤변수 

각각에 대한 PDF와 임의 두 랜덤변수 들 사이의 

조합에 의한 bivariate JPDF 계속해서 tri-variate, 
multi-variate JPDF까지 정의해야 한다는 것이 되지

만, 임의 분포를 갖는 랜덤변수들 사이의 결합 PDF
를 완전하게 정의하는 것은 현실적으로 불가능하다. 
그러나, 특별히 제한 분포 특성을 갖는 랜덤프로세

스의 경우는 전체적인 확률특성을 기술할 때, 랜덤
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정보의 모든 것이 아닌 단지 부분적인 정보만으로도 

그 특성을 완전하게 기술한 한 경우가 있는데, 랜덤

프로세스가 정규분포 특성을 가질 때가 바로 그 경

우이다. 이 정규분포 특성을 랜덤프로세스는 평균과 

분산, 상관함수 등의 2차 확률 모멘트 특성만으로 

완전하게 통계적인 특성이 기술된다.
랜덤프로세스는 또한 랜덤측정결과의 앙상블

(ensemble)로도 정의된다. 예를 들어, 랜덤하게 움직

이는 동일한 대상을 일정시간 동안 반복해서 측정하

게 되는 경우가 있고, 각각의 측정결과에 대한 시간

이력을 조합하면, 랜덤 앙상블이 된다. Fig. 3은 하

나의 랜덤한 소스로부터 일정한 시간간격동안 각각 

다른 시간에서 반복 측정된 6개의 앙상블 원소의 

예를 나타낸다.

Fig. 3 Example of random ensemble

한편, 랜덤프로세스도 자신의 평균, 분산, 표준편

차에 의해서 간략하게 확률적인 특성들이 기술될 수 

있다. {X(t), t T}가 연속 파라미터 t에 대한 연속 

랜덤 프로세스이고, 1차 PDF각 정의되었다고 가정

하면, 랜덤 프로세스 X의 기댓값, 분산, 표준편차는 

식(8)과 같이 동일하게 정의된다. 하나의 랜덤프로세

스 안에서, 두 랜덤변수 사이의 상호관계 혹은 의존

성을 아는 것이 중요하다. 이러한 관계를 규정하는 

한 가지 방법이 자기상관함수(auto correlation)을 정

의하는 것인데, 어느 한 랜덤프로세스 {X(t), t∈T}
에서, 두 랜덤 샘플 조합 혹은 이 둘에 대한 상관관

계(bivariate relation)는 식(8)과 같이, 두 랜덤변수

의 곱의 기댓값으로 정의된다. 이 함수는 제한적인 

의미에서, 두 랜덤변수 사이의  bivariate PDF의 특

성을 나타내고 있다. 

 (8)

임의 두 시점에 대한 두 랜덤변수 realization 사

이의 상관함수가 0에 근접하면, 두 랜덤변수가 상관

성이 없다는 것이고, 상관함수가 크고 양의 값이면, 
양의 강한 상관성을, 상관함수가 크고 음의 값이면, 
음의 강한 상관성을 가짐을 의미하게 된다. 

상관함수를 랜덤 앙상블의 관점에서 기술하면, 연

속 랜덤프로세스 {X(t), t∈T}에 대하여, 많은 수의 

샘플을 측정하여, xm(t), t T, m=1,2,...,M  쓰면, 
이러한 각각의 realization에 대하여, xj(t)xj(s)를 계산

하고, m개의 샘플에 대해서 평균을 취하면, 이 평균

은 M이 증가됨에 따라, 자기상관함수 RXX(t, s)에 수

렴하게 된다. 아울러, 자기 결합 분산함수와 자기 

상관 계수 함수는 자기상관함수에 의해서 식(9)과 

같다.

             (9)

만약, 랜덤 프로세스의 평균이 상수 값을 갖고 자

기상관함수가 시간차이(t-s)만의 함수로 표현되면, 
이 랜덤프로세스를 약정상(weakly stationary)이라고 

표현하는데, 이것은 통계적인 관점에서 랜덤변수가 

정상상태의 조건로 수렴하고 있음을 나타내게 된다. 
그러나 실제 문제의 경우, 상수 평균값을 갖거나, 
자기상관함수가 시간차이 만의 함수로 유일하게 정

의되는 경우가 없기 때문에, 약정상의 가정은 이상

화에 가까운 랜덤특성의 단순화라고 할 수 있다. 
랜덤 프로세스가 약정상일때, 전 주파수 구간에 

대하여 포리에 변환하여, 식 (10)와 같은 스펙트럼 

밀도함수를 정의할 수 있다. 식(9)의 역변환관계로부

터 시간 차이τ가 0인 경우, 정상 랜덤프로세스 스

펙트럼 밀도함수의 전주파수 구간에 대한 적분값이 

mean square값이 됨을 유도할 수  있다. 스펙트럼 

밀도함수는 랜덤프로세스의 신호구성과 빈도가 어떻

게 분포하는지를 나타낸다.

    (9)
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여기서 중요한 것은 가우스 분포를 따르는 랜덤

프로세스의 합과 선형조합은 역시 가우스 랜덤 프로

세스가 된다는 것이다. 이산 주기성분을 갖는 2면

(two sided) 스펙트럼 밀도함수와 자기 상관함수, 그

리고 이것에 대응되는 시간이력의 파형 사이에는 특

별한 관계성을 갖게 되는데, 이것은 신호를 획득할 

때 나타나게 된다.
특별히, 자기상관함수가 단위 impulse함수이고 스

펙트럼 함수가 일정한 경우를 백색잡음 프로세스

{W(t), - <t< }라고 부른다. 백색잡음이란 무색광 

처럼 모든 주파수 성분을 갖는 파형을 의미하는 것

이다. 
자기상관함수는 하나의 랜덤프로세스에서 랜덤변

수 조합의 관계를 규정하는 반면, 교차상관함수는 

두 랜덤프로세스 안에서 확률변수 들의 조합 사이의 

관계성을 규정하는 함수다. JPDF가 주어진 두 랜덤 

프로세스 {X(t), t∈T} {Y(t), t∈T}에 대해서, 교

차상관함수는 식(11)로 정의된다.

(11)
두 랜덤프로세스가 약정상이면, 그 둘의 교차상관

함수는 시간차이 τ(=t-s)만의 함수가 되고, 포리에 

변환관계에 의하여 교차 스펙트럼 밀도 함수를 갖는

다. 이때, 상관도 스펙트럼함수(coherence)는 식 

(12)와 같이 정의 된다.

   (12)

3. 선형계의 랜덤진동 

3.1 선형 구조 동력학
선형계의 동적거동은 근사적으로 식(13)과 같은 

선형 2계 상미분방정식으로 수학적 모형화될 수 있

고, 이것으로부터 응답에 대한 해석적 해 또는 수치

해를 구할 수 있다. 응답의 일반해는 초기 조건에 

따른 해(과도해)와 하중입력에 따른 특별해(정상해)
를 구성되며, 그 형태와 특성은 교과서에서 많이 보

아왔다.
   (13)

한편, 시스템 응답은 충격응답함수(IRF)를 이용하

여 convolution 적분의 형태로 식(14)과 같이 표현

된다. hxq(t)는 q(t)가 Delta 함수 δ(t)일 때, 단위 충

격하중에 대한 시스템의 응답을 나타낸다.

  (14)

식(13)은 양변을 포리에 변환하여 식(15)과 같이 

주파수 공간 표현식으로 표현될 수 있는데, 식(15)
로부터, 식(16)와 같은 주파수 응답함수(Frequency 
Response Function, FRF)를 정의하게 된다. 

(15)

(16)

식(14)도 포리에 변환하면, 식(15)와 동일한 주파

수 공간 표현식을 얻게 되는데, 이 때문에 계의 주

파수 응답함수는 IRF의 포리에 변환이 된다. 다 자

유도 진동계의 경우는, 행렬방정식으로 표현되고, 주

파수 응답함수는 자유도(n) 차원의 정방행렬이 된다.
결론적으로, 선형계의 동적응답은 시간영역과 주파

수 영역에서 모두 표현가능하며, 이 둘은 정보의 손

실 없이 완전하게 변환된다. 비감쇠 선형계의 모달

해석은 다자유도 진동계의 연성된 운동방정식을 비

연성된 다수의 1자유도 방정식으로 변환하여 분석하

는데 이용된다 .

3.2 선형계의 랜덤진동 이론
이제까지 선형 구조 동력학의 기초이론에서, 임의 

가진력에 대한 응답은 충격응답함수와 임의 가진력

의 convolution 적분으로 식 (14)와 같이 표현될 수 

있었다. 여기서, 가진력이 랜덤하면, 응답은 랜덤 프

로세스가 된다. 운동방정식을 입력 랜덤프로세스

{Q(t), t≥0}와 응답 랜덤프로세스 {X(t), t≥0}의 표

현으로 다시 쓰면, 식 (17)이 된다. 

      (17)

상기 식은 두 가지 직관적인 의미를 갖는데, 하나
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는 입력 랜덤프로세스라는 것이 앙상블이고, 입력 

앙상블의 각 element가 응답 앙상블의 개별 element
인 response를 가진한다는 것과, 또 하나는 입력 랜

덤 프로세스는 랜덤변수 {Q(t1), Q(t2),..., Q(tn)}의 

나열로 볼 수 있는데, 이것의 convolution 적분은 

결국, 개별 요소들에 대한 리만합(Riemann sum)의 

극한에 수렴한다는 의미가 된다. 이것은 식 (18)로 

표현될 수 있다. 

(18)
결국, 응답의 평균과 자기상관함수는 각각 식(19)

와 식(20)과 같이 표현된다. 

     (19, 20)

식(20)에 의해서 입력이 약정상 프로세스이면, 응

답의 자기 상관함수 역시 시간차이(혹은 시간지연) 
만의 함수가 되고, 따라서 응답도 약정상 프로세스

가 된다. 식 (17)의 변수변환(t ↔τ)을 수행하면, 식

(17)은 식 (21)이 된다.

   (21)

특정한 초기조건에 의해서 진동을 시작한 시스템

이 어떤 일정한 시간에, 랜덤한 정상 가진력 장에 

노출되면, 시스템 응답이 (1-e-2ζωt)의 비율로 정상상

태로 수렴하게 되는데, 이것은 응답의 수렴비율이 

감쇠비에 따라 달라진다는 의미가 된다. 이처럼 랜

덤 응답 프로세스가 정상상태에 도달하면, 스펙트럼 

밀도함수를 갖게 되는데, 이것은 응답의 자기상관함

수를 포리에 변환하여 식 (22)와 같이 표현된다.

       (22)

이것은 선형계 랜덤진동 이론의 최종적인 식으로, 
랜덤 입력과 랜덤 응답간의 상관관계를 정의하고 있

다. 즉, 응답의 스펙트럼 밀도함수는 주파수 응답함

수의 modulus 제곱에 가진 스펙트럼 밀도함수를 곱

한 것이다. 

4. 결  론

랜덤이론은 하나의 랜덤변수에서 랜덤 프로세스

로 확장되면서 통계적인 특성을 기술하였고, 랜덤이

론과 선형계의 구조 동력학 이론을 결합하여, 선형

계의 랜덤진동 이론, 즉 랜덤입력과 랜덤응답 사이

의 상관 관계식을 유도하였다. 대부분의 교과서에서

는 수학적인 도구만을 이용하여 이론전개 하지만, 
궁극적인 목적은 구조 동력학과 유한요소법을 이용

하여, 실제 구조물의 랜덤해석을 수행하는 방법론에 

관한 것에 주목해야 한다(3). 따라서, 상용코드 내부

에서 랜덤진동 해석을 어떻게 수행하는지에 초점을 

맞추어 학습하면 효과적일 것으로 생각된다.
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