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ABSTRACT 

The power input to an infinite cylindrical shell excited by a point force is investigated. The 

circumferential direction and axial direction of the cylindrical shell is assumed as a two-dimensional 

unbounded medium, and the point force is replaced as a periodic array of imaginary sources. The spatial 

Fourier transform is taken from the equation of motion of the cylindrical shell, which is derived from the 

static model of Donell-Mushtari-Vlasov. The inverse Fourier transform is taken to derive the vibration 

responses. Mobility from out-of-plane forces and in-plane forces are derived from the obtained vibration 

responses. The theory is applied to a cylindrical shell excited by a normal direction of point force 
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통계적 에너지 해석법(SEA)(1), 파워흐름 해석법

(PFA)(2)과 같은 고주파 진동해석기법이 신뢰할 수 

있는 결과를 얻기 위해서는 정확한 진동 입력파워 

추정이 필요하다. 지금까지 SEA, PFA해석 시 가장 

많이 사용되는 방법은 무한평판 모빌리티를 이용한 

추정이다. 하지만 비행기, 잠수함, 어뢰와 같은 원통

형쉘 구조물의 진동 입력파워를 추정 할 때 무한평

판 모빌리티를 사용하게 되면 원통형쉘 구조물의 

특성을 해석에 반영할 수 없다. 

무한 원통형쉘 구조물의 진동해석은 일반적으로 

길이 방향에 대해서는 wave approach, 그리고 원

통방향에 대해서는 modal decomposition(Figure 1)

을 통해 이루어진다.  

 

 
Figure 1 .Modal decomposition of cylindrical shell 
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Franken(3), Heckl(4)은 이 방법을 응용해 진공상

태의 원통형쉘의 진동에 대한 연구를 수행하였으며, 

Fuller(5)와 M.B Xu(6)는 fluid loading 을 고려하여 

진동해석을 수행하였다. 원통방향에 대한 Modal 

decomposition 은 외력이 원통의 둘레 모드로 표현

되어야 한다는 문제점이 있다. 그래서 이러한 방법

들은 점가진 외력을 수학적으로 표현하는데 문제점

을 갖고 있다. 점가진을 표현하기 위해서는 아래와 

같이 적분식을 근사화 해서 표현해줘야 한다. 

 

  (1) 

  

Brennan(7) 은 원통모드에 대한 모빌리티 식을 

유도하였다. Ring frequency 보다 매우 작다는 저주

파대역 가정을 통해 점가진 모빌리티 식 또한 유도

하였다. 그러나 Brennan 의 모빌리티식으로 구조물

의 입력파워를 추정할 경우 임의의 방향에 대한 가

진력을 고려 할 수 없으며 ring frequency 이상의 

대역에 대해서는 입력파워를 추정할 수 없다는 단

점이 있다. 

 본 연구에서는 원통형쉘의 고주파 점가진 문제

를 수학적으로 정식화 하기 위해 새로운 방법을 사

용하였다. 원통의 길이방향과 원통방향에 대해 모두 

wave approach 를 사용하여 진동변위를 해석하였
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다. 그리고 원통형쉘에서 파동이 마치 2 차원 무경

계 매질에서의 파동과 유사하다는 가정을 통해 수

식을 전개하였다(8). 점가진을 무경계 매질에서 수학

적으로 표현하기 위하여 가상 가진력들의 배열로 

외력을 치환하였으며 공간 퓨리에 변환(spatial 

Fourier transform)을 통해 점가진 문제를 wave 

number domain 에서 대수방정식을 풀은 후 

residue integral 을 통해 역퓨리에 변환을 수행하였

다(9). 모빌리티는 가진점에서의 진동응답을 통해 계

산하였다. 

  

2.1. 점가진 원통형쉘의 정식화 

 
 긴 원통형 쉘 (Figure 2)은 두께(h)가 반경(R)

보다 일반적으로 훨씬 작기 때문에 표면에서의 거

리는 R 을 단위로 계산한다. 따라서  무차원화된 2

차원 좌표계는 φ== yRXx ,/  로 표현할 수 있

다. 여기서 X 는 쉘의 길이방향으로 측정된 좌표이

며 φ 는 시계반대방향으로 계산된 원통형 좌표계 

에서의 각도이다. 무차원화 된 시간( trωτ = )은 ring 

frequency 를 기준으로 측정되며 ring frequency 는 

아래와 같다. 
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여기서 E 는 탄성계수이며, γ 는 프아송 비, ρ
는 탄성체의 단위 부피당 질량이다. 

본 연구에서 사용된 원통형 쉘 방정식은 

Donnel-Mushtari 방정식으로부터 유도된 강제진동 

방정식으로 다음과 같이 표현된다. 

  
]2/)1(2/)1([ xyyyxx vuuu γγττ ++−+−  

   ),,(] τγ yxFw xx =+          (3-a) 

       ]2/)1(2/)1([ xyxxyy uvvv γγττ ++−+−  

),,(] τyxFw yy =+        (3-b)               

),,(][
4 τεγττ yxFwwvuw nyx =∇++++   (3-c) 

 

 
Figure 2.Coordinate system of cylindrical shell 

 

여기서 wvu ,, 는 각각 zyx ,, 방향의 변위이다. 각

식의 오른쪽에 위치한 외력항은
xF 는 길이방향의 힘

이며 
yF 는 원주방향의 힘, 

nF 은 수직방향의 힘이다. 

각각 힘들은 무차원화 시키기 위하여 2

rhωρ 으로 나

누어 주었다. (3-c) 식에 나오는 ε 는 22 12/ Rh=ε
를 통해 계산된다. 

 y는 실제로는 π20 ≤≤ y 의 값을 갖는다. 하지

만 본 연구에서는 y 를 경계가 없는 무한한 변수로 

가정하였다. 이 방법은 A.D Pierce(8)가 점가진된 얇

은 원통형 쉘의 파동전파가 경계가 없는 2D 구조물

에서의 파동전파와 유사한 성질을 보임을 소개하였

다.  

A.D Pierce 는 x 방향과 y 방향을 모두 경계가 

없는 무한 변수로 가정 함으로써 2 차원 등방성 매

질이라는 가정을 통해 wave approach 를 양방향에 

적용하였다. 이를 통해 연속적인 변수로써 wave 

number 를 구했으며, dispersion relation 을 구했다. 

이를 실험을 통해 dispersion relation 값을 구한 후 

wave approach 를 통해 구한 dispersion relation 

값을 비교검증 해 이 방법의 신뢰성을 검증하였다. 

본 연구에서는 Pierce 의 방법을 응용하여 y 를 무

경계 변수로 가정 하고 이를 통해 진동응답을 계산

하였다. 

  

 
Figure 3.Cylindrical shell replaced by an equivalent two-

dimensional unbounded medium (original excitation is 

replaced by a periodic array of imaginary sources) 
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분의 원통형쉘 진동 연구에서는 해석 범위를 π−  

에서 π  로 제한한다. 하지만 이러한 접근법은 원통

방향의 wave number 가 정수 값을 갖게 되고, 이

로 인해 점가진력은 원통모드로 표현된 선가진의 

합으로 근사할 수 밖에 없다. 하지만 본 연구에서는 

y를 ∞−  에서 ∞ 까지 정의된 무경계 매질로 가정 
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점가진을 하나만 배치 했을 경우 원통의 둘레를 돌

아오는 파동에 의한 진동응답은 고려할 수 없다. 따

라서 이러한 원통방향의 주기성을 고려해서 2 차원 

무경계 매질에서의 원통형쉘 문제에서의 점가진을 

Figure 3 과 같이 가상 가진력들의 배열로 표현하였

다. 

 각각의 가상 가진력에 의한 진동응답을 선형합

으로 최종진동응답으로 표현하면 다음과 같이 표현

할 수 있다. 
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여기서 
sss wvu ,,  는 각각의 가상 가진력에 의한 

진동변위이며, 아래첨자 s 는 가상 가진력의 번호이

다. 그리고 가진력 번호 0=s  의 위치를 원점

( 0== yx )으로 설정하면 가진력은 아래와 같이 표

현할 수 있다. 
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 여기서 Ω  ring frequency 를 단위로 계측된 

무차원화 된 주파수 이다. 모든 시간함수로 표현되

는 외력함수는 퓨리에 시리즈를 통해 표현할 수 있

기 때문에 본 연구의 수학적 전개는 단일 주파수에 

대해 이루어졌다.  

 (4)식은 선형 방정식이기 떄문에 점가진에 의

해 생성된 변위는 각각 nyx ,, 방향에 대한 힘들에 

의해 생성된 변위의 선형 합으로 표현할 수 있다. 

무한한 2-D 구조물로 가정이 되었기 때문에 계산

의 편의를 위해 점가진의 위치는 원점( 0== yx )으

로 설정하였다. 또한 원통형 쉘의 끝에서 파동의 반

사는 고려되지 않았다. 또한 감쇠를 고려하면, 
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를 얻을 수 있고 이 조건을 통해 공간 퓨리에변
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I 행렬은 L  행렬의 역행렬이다. 그리고 D 행렬

은 아래와 같이 구할 수 있다. 
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그러면 Û ,V̂ ,Ŵ  는 wave number 인 α ,β 그리



고 k 를 통해 아래와 같이 표현된다.  
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x,y 방향 가진에 대해서도 Û ,V̂ ,Ŵ 는 같은 방법

을 통해 구할 수 있다. 

임의의 방향에 대해서는 선형독립인 x,y,n 방향

의 힘의 벡터합을 통해 외력을 표현한 후 각각의 방

향의 힘에 대해 진동응답을 구한 후 이를 선형합으

로 표현하면 임의의 방향의 점가진을 고려 할 수 있

다. 

 

2.2. 퓨리에 역변환을 통한 진동응답 유도 

 

 점가진된 원통형쉘의 진동 입력파워를 추정하

기 위해서는 가진점에서의 진동응답을 구해야 한다. 

Û , V̂ , Ŵ  를 퓨리에 역변환(Fourier inverse 

transform) 하게 되면 가진점에서의 진동응답 

wvu ,, ( 0== yx ) 을 아래 식을 통해 구할 수 있다. 
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Figure 오류! 지정한 스타일은 사용되지 않습니다. 

Coordinate transformation, βα , -plane to θ,k  plane 

 

식 (12)은 βα,  축에서 이차원 퓨리에 변환이다. 

그러나 관심영역이 소스 근처 즉 원점이기 때문에 

( 0== yx ), 수치적인 적분법 (asymptotic 

evaluations of integrals)을 사용할 수 없다. 따라서 

βα,  축에서는 위 식의 적분을 수행하는데 있어서 

문제점이 있다. βα,  축에서 θ,k  축으로 좌표변환

(Figure 4)을 하게 되면 ( θβθα sin,cos kk == ), 아래

와 같은 좀더 유용한 적분 식을 얻을 수 있다. 
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vu, 를 구하기 위해서는 식 (15)에 있는 W  가 

U  또는 V 로 바꿔주면 구할 수 있다. 식 (14)을 이

용하면, sw  은 아래와 같이 표현된다. 
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본 연구에서는, 감쇠계수를 강성계수 E 를 복소

강성계수 )1( ηjE + 로 치환 함으로써 고려하였다. 여

기서 η는 감쇠계수이다(10). 그러면 WD ˆ, 는 k 의 복

소함수가 되며, 그래서 식(12)은 복소평면상에서 계

산되어야 한다. 

0=s  일 때, 복소평면에서의 로그함수 성질을 

이용하면 ( )arg(lnln zizz += ) 다음과 같은 식을 얻

을 수 있다. 
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그리고 WD ˆ,  가 k 에 대해 우함수라는 성질을 

이용하면 식 (14)의 오른쪽 적분식은 아래와 같이 

표현된다. 
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위와 같이 식 (17)을 얻을 수 있으며, 식 (15)를 

통해 적분 구간이 바뀌게 되었다. 이를 이용하여 식 

고 k 를 통해 아래와 같이 표현된다.  
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위와 같이 식 (17)을 얻을 수 있으며, 식 (15)를 

통해 적분 구간이 바뀌게 되었다. 이를 이용하여 식 



(14)을 다시 써주면 
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Figure 5. Contour integration over upper half of k -plane 

 

k 에 대한 적분은 (Figure 5)와 같이 반원의 반

지름이 무한대인 k 축에서의 선적분으로 치환할 수 

있다. 그러면 method of residues 를 통해, 
sw 는 D

의 해인 각각의 pole 들에 의한 residue 의 합으로 

아래와 같이 표현할 수 있다. 
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0>s 인 경우, 먼저 0=s  과 마찬가지로 적분구

간을 바꿔주기 위한 과정이 필요하다.적분구간을 바

꿔준 후 
sw 를 다시 써주면 아래와 같다. 
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Figure 6. Contour integration over lower half of k -plane 

 

식 (20)에서 k 에 대한 적분을 수행하기 위해서

는 선적분으로 적분을 치환할 때 먼저 그 선적분 경

로를 선택함에 있어서 해석가능한(analytic)한 경로

를 택해야 한다. 0sin >θ 일 때는 식 (20)의 첫 번

째 적분식은 Figure 5 와 같은 적분 경로를 택해야 

하나 식 (20)의 두 번째 적분식의 경우 복소평면 하

단이 해석 가능한 구간이기 때문에 Figure 6 와 같

은 적분경로를 택해야 한다. 그리고 0sin <θ 인 경

우에는 0sin >θ 와 반대로 적분 경로를 잡아 주면 

된다. 그러면 위의 선적분은 method of residues 를 

통해 계산할 수 있다. 

 진동 응답 w  는
sw  의 선형합을 통해 수학적

으로 표현할 수 있으며 vu,  는 식 (18)에서 Ŵ 를 

VU ˆ,ˆ 로 바꿔줌으로써 구할 수 있다. 

 

2.3. 입력파워 계산 
 

 원통형쉘에 외력이 점가진 형태로 작용할 때, 

가진점( 0== yx ) 에서의 진동변위는 식 (20)를 통

해서 구해진다. 가진점에서 생성 되는 진동 입력파

워는 두가지 파동 형태로 생성되는데, 하나는 면외

가진력에 의한 입력파워(flexural wave power 

input) 또 하나는 면내가진력에 의한 입력파워

(longitudinal, shear wave power input) 이다. 외력 

nyx FFF ,, 은 원통의 주기성을 고려하기 위해 생성했

던 가상가진력들을 고려하지 않고 원점에서의 외력

만 계산해준다.  

 

 
Figure 7. Three types of waves in vibration of cylindrical 
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여기서 
opwP  는 면외가진력에 의한 입력파워이

(14)을 다시 써주면 
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된다. 그러면 위의 선적분은 method of residues 를 

통해 계산할 수 있다. 

 진동 응답 w  는
sw  의 선형합을 통해 수학적

으로 표현할 수 있으며 vu,  는 식 (18)에서 Ŵ 를 

VU ˆ,ˆ 로 바꿔줌으로써 구할 수 있다. 

 

2.3. 입력파워 계산 
 

 원통형쉘에 외력이 점가진 형태로 작용할 때, 

가진점( 0== yx ) 에서의 진동변위는 식 (20)를 통

해서 구해진다. 가진점에서 생성 되는 진동 입력파

워는 두가지 파동 형태로 생성되는데, 하나는 면외

가진력에 의한 입력파워(flexural wave power 

input) 또 하나는 면내가진력에 의한 입력파워

(longitudinal, shear wave power input) 이다. 외력 

nyx FFF ,, 은 원통의 주기성을 고려하기 위해 생성했

던 가상가진력들을 고려하지 않고 원점에서의 외력

만 계산해준다.  

 

 
Figure 7. Three types of waves in vibration of cylindrical 

shell 

 

 면외 가진력에 의한 입력파워는 수직가진력과 

가진점에서의 진동응답의 벡터 내적을 통해 구할 

수 있다, 따라서 

 
→→→→→→

⋅=++⋅= w
d

d
Fvuw

d

d
FP nnopw ττ

)(    

         (21) 

  

여기서 
opwP  는 면외가진력에 의한 입력파워이



며, SEA 와 PFA 의 진동변수들과 마찬가지로 식 

(21)을 시간평균을 해주면 아래와 같은 결과를 얻을 

수 있다. 

 

]Re[2/1 *
~

wFiP nopw Ω=           (22) 

 

면내가진력에 의한 입력파워 역시 면내 가진력

인 x 방향과 y 방향의 외력과 가진점에서의 진동응

답의 벡터내적을 통해 구할 수 있으며, 이를 수식으

로 표현하면 아래와 같다. 

 

)()(
→→→→→
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d

d
FFP yxipw τ

 

)()(
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d

d
Fu

d

d
F yx ττ

     (23) 

  

 여기서 
ipwP  는 면내 가진력에 의한 입력파워이

며, 식 (23)를 시간평균을 취하게 되면 아래와 같은 

결과를 얻는다. 

 

]Re[2/1]Re[2/1 **
~

vFiuFiP yxipw Ω+Ω=    (24) 

 

3.입력파워 추정 예제 
 

 본 절에서는 진공상태의 원통형쉘에 수직 점가

진이 외력으로 주어졌을 때 본 연구의 이론을 바탕

으로 입력파워를 해석해 보았다. 감쇠계수값을 변화

시키면서 입력파워를 계산하였는데 이를 통해 모드

밀도가 높은 ring frequency 대역에서는 입력파워

가 감쇠계수의 영향을 크게 받음을 알 수 있었다. 

그리고 가상가진력이 원점에서 멀어질수록 감쇠에 

의한 영향으로 가상가진력에 의한 진동응답이 전체 

진동응답에 미치는 영향이 작아짐을 보였다.  

 

 
Figure 8. Cylindrical shell excited by normal force 

 

먼저 진공상태의 원통형쉘에 점가진 외력이 원

통에 수직하게 작용하는 경우를 고려해 보았다. 원

통형쉘의 물성치는 Table 1 과 같다. 

 

Table 1 Material properties of cylindrical shell 

  

E  
10101.7 ×  

h  001.0  

R  1 
ρ  3/2700 mkg  

γ  33.0  
η  001.0  

nF  1 

 

식 (22)을 통해 원통형쉘의 외력에 의한 입력파

워를 계산하기 위해서는, 먼저 식 (18)를 통해 진동

응답을 계산 해야 한다.  에 의한 적분은 Guass-

quadrature 를 통해 이루어 졌으며, 이를 통해 진동

응답 식을 다시 써주면 

 

for 0=s  

    (25) 

for 0>s  

 

 (26) 

 

여기서 
jθ ,

jA  는 4-point Guass-quadrature 

formula 의 계수들이다. 식 (25) 에서 k 에 대한 적

분은 복소평면 상단에 위치하는 각각의 pole 들의 

residues 의 합을 통해 이루어졌다. 식 (26)에서 

0sin >jθ 인 node 에서는 residue 의 합이 해석 가

능한 복소평면에서 계산되어야 하는데 첫 번째 식

에서는 복소평면의 상단의 pole 들을 통해 계산되어

야 하며 두번째 식의 경우 복소평면 하단에서 pole

들의 계산이 이루어져야 한다. 0sin <jθ 인 node 에

서는 0sin >jθ  인 경우와 반대로 적분 경로를 잡아

주면 된다. 

진동응답은 가상가진력들의 무한합으로 표현된

다. 하지만 이 증가할 수록, Figure 9 에서 볼 수 

있듯이 진동응답은 0 에 근접해 가는 것을 살펴볼 

수 있다. 따라서 s 가 높아질수록 가상가진력이 전

체 진동응답에 미치는 영향은 매우 작아진다는 결

론을 얻을 수 있으며, 이를 통해 으로 제한하

였다. 

 이 경우 면내 가진력에 의한 입력파워 
ipwP 은 

θ
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0== yx FF  이기 때문에 0 값을 갖는다. 식 (22)을 

통해 계산된 
opwP  는 Figure 10 에 다양한 감쇠계

수 값에 대해 구해졌다. 여기서 입력파워의 최대값

이 무차원화 된 주파수 1=Ω 에서 즉 ring 

frequency 에서 최대최대 갖는 것을 살펴볼 수 있

다. 그리고 입력파워의 최대값이 감쇠계수에 크게 

영향을 받는 것을 알 수 있다. 그러나 ring 

frequency 에서 멀어지면 감쇠계수의 영향은 상대

적으로 작아지는 것을 살펴볼 수 있다. 

 

 
Figure 9. Amplitude of vibration responses

sw , from 

different imaginary sources. 

 
Figure 10. Out-of plane power input to circular cylindrical 

shell excited by normal point force 

 

 
Figure 11. Out-of plane power input to circular cylindrical 

shell excited by normal point force(h=1mm) compared with 

input power calculated by infinite plate mobility 

 

 
Figure 12. Out-of plane power input to circular cylindrical 

shell excited by normal point force(h=2mm) compared with 

input power calculated by infinite plate mobility 

 

4. 결  론 

본 연구에서는 파워흐름 해석법이나 SEA 에서 

사용할 수 있는 원통형쉘 구조물의 점가진 입력파

워를 추정 이론을 개발하였다. 이를 통해 다음과 같

은 결론을 내릴 수 있다. 

(1) 일반적으로 원통형쉘의 진동에 대한 연구는 

원통방향에 대해서는 modal decomposition 이 이루

어지고 길이 방향에 대해서는 wave approach 가 

이루어진다. 하지만 이 방법은 점가진을 수학적으로 

모델링 하는데 있어서 어려움을 갖고 있어서 고주

파 대역, 즉 ring frequency 대역에서 정확한 진동

응답을 계산할 수 없다. 

(2) 원통형쉘의 점가진 진동응답을 계산할 때 

길이 방향 뿐만 아니라 원통방향에도 wave 

approach 를 적용 함으로써 원통형쉘의 점가진 문

제를 좀더 효과적으로 고려할 수 있다. 

(3) 원통형쉘에서 일반적으로 사용되는 원통좌

표계는 무경계 이차원 좌표계로 가정되었고 이러한 

가정을 통해 점가진 외력은 가상가진력들의 배열로 

수학적으로 표현되었다.  

(4) 원통형쉘에서 일반적으로 사용되는 원통좌

표계는 무경계 이차원 좌표계로 가정되었고 이러한 

가정을 통해 점가진 외력은 가상가진력들의 배열로 

수학적으로 표현되었다.  

(5) 이 가정을 통해 감쇠계수가 고려된 진동 시

스템에서는 2 차원 퓨리에 변환이 가능해 지고 퓨리

에 변환을 통해 진동 문제를 wave number domain

에서 풀게된다. 이를 다시 퓨리에 역변환을 통해 진

동응답을 구한 후 이를 통해 입력파워를 구할 수 있

다. 
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