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ABSTRACT 

The calculation of Zwicker’s loudness which is needed for multiple frequency response with a 
fine frequency resolution using the finite element (FE) procedure usually requires significant 
computation time since a numerical solution must be obtained for each considered frequency. 
Furthermore, if the analysis is the basis for an iterative optimization procedure this approach 
imposes high computational cost. In this work, we present an efficient approach for obtaining 
Zwicker’s loudness via the Padé approximants and applying in an acoustical topology optimization 
procedure. The paper is focused on an efficient and accurate calculation of Zwicker's loudness, 
design sensitivity analysis, and the acoustical topology optimization method by using Padé 
approximants. The paper compares the efficient algorithm to results obtained by a standard FEM. 
Comparison are made both in terms of accuracy and in terms of CPU-times needed for the 
calculation. 
 

1. 서
§

 론 

소음 측정을 위해 대부분의 현장이나 실험실에서 

A-weighted 음압 레벨을 사용해왔다. A-weighted 

음압 레벨은 사람의 귀의 민감도가 고주파와 저주

파 대역에서 중주파수 대역에 비해 떨어지는 특성

을 이용하여 주파수 응답의 보상을 통해 얻어진다. 

하지만 많은 사람들이 A-weighted 음압 레벨을 이

용한 소음 예측이 주관적으로 느끼는 소음과 서로 

잘 맞지 않음을 항의하였고, 게다가 심리 음향가들

에 의해 dB(A) 값이 사람의 소음 지각을 잘못 나타

낸다는 것이 제기되었다. 특히 광대역 또는 음압 레

벨이 높은 소음의 경우 A-weighted 음압 레벨은 

더욱 신뢰도가 떨어진다. Hellman 과 Zwicker 는 
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dB(A) 값이 줄었음에도 불구하고 소음은 더 커질 

수 있음을 증명하였다(1). 이러한 A-weighting 음압 

레벨의 문제점을 보완하고자 객관적인 음압 레벨로

부터 사람의 청감 특성을 수학적으로 모델링하여 

인지된 소음의 크기를 예측하는 연구가 Zwicker 와 

Fast(2)에 의해 수행되었다. Zwicker 라우드니스 레

벨은 소리의 짜증도를 나타내는 유용한 지표로 현

재까지 사용되고 있으며 국제규격 ISO532B (국제 

표준 기구)에도 등록되었다(3).  

유한 요소법(Finite Element Method; FEM)을 이

용한 수치 해석적인 기법은 음향 문제를 해석하는

데 많이 활용된다. FEM 을 이용한 다중 주파수에 

대한 음향 해석은 factorization method or an 

iterative method 에 의해 구할 수 있다. Zwicker 

라우드니스는 넓은 주파수 대역에서의 음압 레벨을 

가지고 계산 되는데, 이를 위해 다중 주파수에서 

FE 해석은 필요로 하기 때문에 계산에 많은 비용이 

든다. 특히, Zwicker 라우드니스를 최소화 하는 최

적화 문제에 있어서, 목적함수 계산과 설계 민감도 
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해석 (Design Sensitivity Analysis; DSA)과 같은 

일련의 스텝 등을 반복해서 구하기 위해 많은 FE 

해석을 필요로 하기 때문에 FEM 을 활용한 

Zwicker 라우드니스 해석과 최적화는 비싼 비용을 

지불 해야 하는 공학 문제가 될 수 있다. 

본 연구에서는 FEM 과 Padé 근사법(Padé 

approximation: PA)를 결합하여 효율적인 계산시간

을 위한 수치적 기법을 제안하고 이를 Zwicker 라

우드니스 계산과 음향 위상 최적화에 적용하였다. 

PA 알고리즘은 근사화된 함수의 급수 전개와 분자 

분모의 다항식의 항들을 가지는 유리함수(rational 

function)을 기본 형태로 가진다. 이러한 방법은 

asymptotic waveform evaluation (AWE) 라고 불

리는데 high-speed circuit analysis 와 전자기 

scattering 파동을 빠르고 정확하게 해석하기 위해 

개발되었다. PA 를 활용한 음향해석에서 Coyette et 
al.(4) 는 진동하는 물체로부터 발생하는 소음을 넓은 

주파수에서 해석하기 위해 PA 와 경계 요소법 

(Boundary Element Method: BEM)를 사용한 음향 

해석기법을 발표하였다. Djelloulie et al.(5) 는 PA 를 

이용하여 음향 산란파를 계산하고 그 효용성을 

Taylor 급수 전개와 비교하고, PA 를 활용한 계산

법이 넓은 주파수에서 빠르고 효율적으로 음향 해

석을 할 수 있음을 보였다. PA 를 활용한 음향 해석

은 효율성과 정확성 측면에서 관련 연구자들이 많

이 활용하고 있는데, 이를 반영하듯 범용 음향 해석 

툴인 시스노이즈 (Sysnoise)에 PA 를 활용한 근사 

해석 기법이 탑재되어있다. 

Jensen(6) 은 동적 구조물의 응답을 PA 를 이용하

여 빠르고 정확하게 계산하고, PA 를 기반으로 보

조 변수법을 (Adjoint Variable Method: AVM) 유

도하고 위상최적화 문제에 적용하였다. 그는 넓은 

주파수에서 정확한 근사법을 제안하고 PA 식이 많

은 설계 변수에 대한 설계 민감도 값을 요구하는 

위상 최적화에 활용될 수 있음을 보였다. 본 연구는 

Jensen(6) 의 연구를 음향 문제로 확장하고 Zwicker 

라우드니스 문제에 적용하였다. 본 연구에서는 라우

드니스를 최소화하기 위해 위상 최적화 기법을 정

식화하였다. 먼저 PA 를 이용하여 빠르고 정확하게 

라우드니스를 계산하였다. 그리고 PA 의 각 항들과 

급수 전개식을 활용하여 AVM 기반 설계 민감도를 

유도하였다. 본 연구에서는 음향장치가 설치 된 음

향 공간을 유한 요소모델로 구성한 다음, 각 유한 

요소모델에 설계 변수를 한 개씩 부여하는 방법으

로 방음벽의 위상 최적화를 수행하였다. 최적화 과

정의 단계에서 유한 요소모델의 각각의 요소가 공

기 또는 강체, 강체 또는 흡음제가 가 될 수 있도록 

음향 물성치를 벌칙함수로 보간 하였다. 라우드니스

는 ISO 532B(3)에 따르는 Zwicker 라우드니스를 수

음 영역에서 구했으며, 설계변수 개선(update)는 설

계민감도 기반의 최적화 기법인 MMA(Method of 

Moving Asymptotes)를 사용하였다. 

2. 본  론 

2.1 음향 해석 모델 

음압 p는 식(1)에 나타낸 헬름홀쯔 방정식 

(Helmholtz equation)과 부가된 경계조건을 

이용하여 계산할 수 있다. 음향학적 강체벽과 

지면은 경계에서의 음압이 0가 될 수 있게 경계 

조건을 식 (2)와 같이 부여하였고, 0p̂ 의 음압 

크기를 갖는 소음원을 부여하기 위한 경계조건을 

식(3)과 같이 각각 적용하였다. 
21 ˆ ˆ 0      p p in
k
w

r
æ ö

Ñ × Ñ + = Wç ÷
è ø

        (1) 

( ) ˆ1 ˆ 0,    0       pn p on
nr

æ ö ¶
× Ñ = = ¶Wç ÷ ¶è ø

v
    (2) 

0ˆ ˆ1 ˆ 2      on  p pp i i
c c
w w

r r r
æ ö
× Ñ = - ¶Wç ÷
è ø

n     (3) 

위 식에서 ρ는 음향 매질의 밀도, ω는 진동수, k 

는 bulk modulus (k=ρc2)이다. 

유한 요소 모델을 정식화 하기 위해 weighted 

residual을 이용하여 유한 요소 모델 내에서 

계산되는 복소 음압 ( )p̂ r 을 구성하였다. 이때, 

이산화된 음압 영역은 유한 요소 형상 함수 

( )ij r 를 사용하여 나타낼 수 있다.  

( ) ( )
1

M

i i
i

ˆ p̂j
=

=åp r r ,           (4) 

본 연구에서는 Matlb script 기반 범용 유한 요소 

툴인 COMSOL(7)을 이용하여 유한 요소 모델을 

수립 하였고, 식 (1)-(3)를 기반으로 하여 유한 

요소 방정식을 다음과 같이 구성하였다.  

( )2 ˆiw w- + + =M C K p F .        (5) 

여기서 K, C, 그리고 M은 각각 질량 행렬, 감쇠 

행렬, 강성 행렬을 나타내고, F는 음향 소스에 의한 

외력 벡터를 나타낸다. 

 

2.2 Zwicker 라우드니스 모델 

 

주파수에 대한 물리량의 함수의 형태로 표시되는 
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전형적인 주파수 응답과는 달리 라우드니스는 

임계대역에 대한 specific 라우드니스의 값으로써 

표현된다. 임계 대역이란 사람의 청감 특성을 

이해하는 중요한 개념이며, 라우드니스를 예측하는 

중요한 파라미터다. Specific 라우드니스는 임계 

대역 내에 주어진 자극의 함수로써 자극과 specific 

라우드니스 사이의 비선형 관계를 고려함으로써 

정의 되는 값이다. 그리고 specific 라우드니스의 

임계 대역에 대한 적분 즉 전체 임계 대역에 걸쳐 

specific 라우드니스로 둘러싸인 면적을 total 

라우드니스라고 한다. Specific 라우드니스는 두 

부분으로 구성된다. 하나는 main specific 

라우드니스로 임계 대역 내에서 주 자극, 즉 

라우드니스 분포 곡선에서 평평한 부분에 해당하는 

값을 말하며, 다른 하나는 slope specific 

라우드니스로 주 자극으로부터 저 임계 대역 및 고 

임계 대역 방향으로 경사진 부분에 해당 된다. 본 

논문에서는 main specific 라우드니스에 대해 설계 

민감도 및 최적화를 수행하였다. Main specific 

라우드니스에 대한 식은 아래와 같이 정의 된다(8).  

( ) 0.250.025 0.1( )0.0635 10 0.75 0.25 10 1TQ E TQL L LNM -é ùé ù= × × + × -ë ûê úë û
(6) 

식 (6) 에서 LE 는 자극 크기 LTQ 는 사람 귀의 

가청 임계 지수를 나타낸다. 자극 및 1/3 옥타브 

밴드 값의 정의가 식 (7), (8)에 나와있다. 이 

식에서 a0 는 자유장에서 외이의 전달 지수를 

나타내며, c1 은 1/3 옥타브 밴드 대역과 해당 임계 

대역 사이의 차이를 보상하기 위한 상수이다.  

0 1E bandL P a c= - -              (7) 

 ( )0.5
220log / / .band refP p d p dB

w
w w

D

é ù= Dê úë ûò  (8) 

그림 1은 음향 시스템에서 객관적 음압 

레벨로부터 라우드니스가 얻어지는 과정을 

나타내고 있다. 먼저 음압을 실험에 의한 측정 또는 

음향 수치 해석 결과로부터 획득 한다. 다음으로 

1/3 옥타브 밴드 필터를 통해 각 밴드에 대한 

음압을 계산하고 이를 라우드니스 계산식의 입력 

변수로 대입한다. 1/3 옥타브 밴드와 임계 대역 

사이의 관계 및 사람의 청감 특성을 고려하여 각 

임계 대역에 해당되는 specific 라우드니스를 

계산하고 주변 임계 대역에 대한 마스킹 효과를 

고려함으로써 최종적인 라우드니스 분포 곡선을 

얻게 된다.  

앞서 언급한 바와 같이 FEM을 기반으로 하여 

라우드니스를 계산할 경우, 주파수 응답을 광 

대역에서 구한 다음, 1/3 옥타브 밴드에서 계산하는 

과정을 거쳐야 하므로, 계산 시간이 오래 걸리는데, 

제안하고자 하는 방법으로 계산할 경우 많은 계산 

시간을 단축할 수 있다. 

 

(a)  

(b)  

(c)  
Figure 1 Example describing how loudness can 

be calculated from the objective SPL. (a) 
Frequency response function; (b) 1/3-octave band 
level; (c) Specific loudness pattern in Zwicker’s 
Loudness model 

 

2.3 padé 근사법 

 

확장 주파수 (expansion frequency) 근방의 주파

수들에 대한 응답의 정확한 근사를 위해 분자 분모

에 확장 항들을 포함한 유리함 수 식을 표현하면 

다음과 같다(6). 

0 1

1

ˆ
ˆ

1

N i
ii

N i
ii
b

s

s
=

=

+
=

+

å
å

p a
p            (9) 

위 식은 Padé function 라고 하고, 여기서 N은 확

장식의 차수를, ai 와 bi 는 확장 항들의 계수를, 그

리고 0s w w= -  는 확장 주파수 0w 와의 근사하고

자 하는 주파수 w  와의 가까운 정도를 의미한다. 

FEM을 통해 광대역의 주파수에 대한 응답을 구할 

경우 식 (5)의 해를 매 주파수마다 구해야 한다. 일

반적 방법으로 해를 구할 때 가장 많이 사용하는 

방법이 LU-factorization인데, 큰 사이즈의 문제의 

경우 주파수 마다 factorization을 반복해서 구해야 

하기 때문에 시간이 많이 소요되지만, 식 (9)를 이

용할 경우 몇 개의 선택된 확장 주파수에서만 

factorization이 요구 되기 때문에 계산 시간이 많이 

줄어든다.  
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식(9)를 통해 얻은 근사값들의 정밀도는 확장 항

들의 계수 ai 와 bi 를 구하는 것에 달려있다. 두 계

수를 구하는 일련의 과정은 Jensen(6) 의 논문에 자

세하게 언급되어 있어, 여기서는 생략하기로 한다. 

 

(1) 수치 예제 : 3D 차실 모델. 

그림 2는 3D 차실 음향 해석 모델이다. 엔진으로

부터 음압이 차실로 유입이 되고, 그 때 운전자의 

머리 부분에서 계산되는 라우드니스를 계산하는 문

제이다. 158243 tetrahedral 요소로 이산화 하였고, 

관심 주파수 대역 20-460Hz를 1 Hz 간격으로 계

산하였다. 일반적인 FEM으로 계산하였을 경우 

2389 초의 계산 시간을 소요하는 큰 문제로서 PA

의 효용성을 검증하고 자 한다. 

 

 

 
Figure 2 The geometry for the 3D car cavity 

problem: (a) 3D perspective view; (b) a cutting plane 
along with Z = -0.4 m 

 

그림 3 은 PA를 이용한 음향 해석의 결과들과 일

반 FEM에서 얻은 결과들(direct solution)을 나타낸 

그래프 이다. 관심 주파수의 개수가 총 280 개인데, 

식 (9)의 Padé function 한 개로 광 대역을 모두 근

사화하기는 어렵다. 본 예제와 같이 주파수 응답 함

수가 복잡할 경우에는 전체 대역을 여러 개의 서브

대역(subinterval)으로 분할하여 각각의 분할된 구

간에서 Padé function를 이용하여 근사를 하고 다시 

전체 구간으로 확장 시키는 것이 정밀도를 높이는 

방법이다. 본 예제에서는 5차 확장 항을 이용할 경

우에는 43개의 서브대역으로 분할하였고(N=5, 

NSub=43), 8차 확장 항의 경우에는 총 28개의 서

브대역으로 분할하였다.(N=8, NSub=28) 각각의 서

브 대역에는 10개의 주파수와 15개의 주파수가 포

함되도록 하였다.  

그림 3에 나타난 것과 같이, PA를 통해 얻은 주

파수 응답함수, 1/3 옥타브 밴드, 라우드니스 패턴

이 모두 직접 계산해서 얻은 결과와 일치함을 볼 

수 있다. 이때, 계산시간을 보면, N=5, NSub=43의 

문제에 대해서는 345 초가 소요되고, N=8, 

NSub=28의 경우에는 약 269 초가 소요되었다. 

Direct solution과 비교 시 2000초 이상의 계산 시

간의 이득을 보였다. 

(a)  

(b)  

(c)  
Figure 3 Comparison between direct solution and 

Padé (a) narrow band level frequency interval 
[20:460]; (b) 1/3-octave band spectrums; and (c) 
specific loudness patterns. 

 

2.4 Padé 근사법을 이용한 음향 최적화 문제 

 

(1) 설계 민감도 해석 

앞 절에서는 빠르고 정밀한 음향 해석 결과에 대

해 언급하였다. 이 절에서는 이를 바탕으로 라우드

니스 설계 민감도를 계산하고 위상 최적화 문제를 

정식화 하였다. 

먼저 라우드니스의 설계 민감도를 계산하기 위해 

식 (6)을 설계 변수에 대해 미분하고 정리하여 아래 

식을 얻었다. 
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식 (12)의 1/3 옥타브 밴드의 미분은 trapezoidal 
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법을 이용하여 1/3 옥타브 밴드를 계산한 후, 각각

의 항들을 설계 변수로 미분하여 구하였다. 따라서 

최종적으로 얻은 라우드니스의 설계 민감도 값은 

식 (13)과 같이 유도되었다. 
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위의 식의 ( )d
d
p w

γ
은 PA 계산식과 결합하여 효율

적으로 계산될 수 있다. 여기서는 그 계산과정이 길

고 복잡하여, 생략한다. (Jensen 논문(6)을 참고). 

 

Table 1 DSA results  

 
 

3D 차실 모델의 문제에서 3번째 임계 대역(bark)

의 specific 라우드니스 값이 최대였기 때문에 이를 

최소화 하기 위해 목적으로 하는 라우드니스의 값

을 3번째 bark로 선택하고 설계 민감도를 계산하였

다. 표 1은 PA를 이용한 라우드니스의 설계 민감도

의 결과를 나타내었다. 여러 경우의 PA 인자들에 

대해서 결과들을 보여주고 있는데, CDM과 비교 시 

100 %의 정밀도를 보여주고 있다. 그 때 계산된 

NM의 값이 11.39287866 (sone/bark)인데, PA와 

비교 시 거의 같음을 알 수 있다. 계산 시간의 비교 

시에 direct solution에 기반으로 한 AVM의 경우 

268초가 걸린 반면 PA의 경우 훨씬 적은 시간으로

도 정밀한 민감도 값을 계산할 수 있음을 보여주고 

있다.  

 

(2) 음향 위상 최적화 

   3D 차실 모델의 천정과 바닥부분에 라우드니스

의를 최소화 하는 최적의 흡음제 설치 위치를 구하

기 위해 위상 최적화 문제를 다음과 같이 정식화 

하였다. 
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설계 영역은 천장과 바닥 그리고 뒷자석 선반을 

선택하였다. 음향 위상 최적화 문제는 설계 변수에 

따라 설계 영역에 강체벽과 흡음제가 분포할 수 있

도록 아래 식과 같은 물질보간 함수를 사용하였다. 
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그림 6은 일반적인 방법으로 구한 음향 위상 최

적화 결과를 보여주고 있고, 그림 7은 여러 인자들

에 대한 PA로부터 얻은 음향 위상 최적화의 결과를 

보여주고 있다. 두 그림에서 볼 수 있듯이 두 경우 

최적화 물질 분포가 일치함을 알 수 있다.  

 

 
Figure 4 Optimal material distribution by 

standard method 
 

 

 

 

 
Figure 5 Optimal material distribution by PA 
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Table 2 Comparisons standard method with PA  

 
*The objective value in parenthesis is the objective values 

recalculated without PAs 

 

표 2는 두 가지 방법으로 얻은 최적화 결과들에 

대한 요약이다. 일반적인 방법과 PA와 비교 시 거

의 같은 최적화 값을 얻었고, 비슷한 수준에서 

iteration에서 최적 해를 찾았다 하지만, 매 

iteration마다의 계산 시간이 PA를 이용한 경우가 

적으므로 최종적으로 최적화 해를 얻을 때까지 걸

린 시간을 보면 PA기반 최적화가 매우 적게 걸린다

는 것을 알 수 있다. 그림 6은 최적화 결과를 20-

460Hz까지 일반적인 FE법으로 다시 구한 결과를 

나타낸 그래프이다. 초기 디자인, 즉 설계 영역에 

아무런 흡음제도 부착되어있지 않을 경우에 비해 

최적으로 배치된 흡음재를 통해 얻은 라우드니스와 

주파수 응답 함수 값이 저감 되었음을 알 수 있다. 

또한, 모든 최적화 결과값들이 일치하는 것을 확인 

할 수 있다. 

 

(a)  

(b)  
Figure 6 Reanalysis results for standard method 

and PAs; (a) frequency response function, (b) specific 
loudness pattern 

3. 결  론 

유한 요소법을 이용한 Zwicker 라우드니스의 계

산은 광대역의 주파수의 해석이 필요하기 때문에 

계산 비용이 크게 드는 문제점이 있다. 특히, 라우

드니스의 저감이 목적함수인 최적화 문제일 경우, 

유한 요소해석에 대한 계산 시간의 문제는 더욱 심

화된다. 이를 해결하기 위해, 본 연구에서는 유한 

요소법과 Padé 근사법을 결합하여 효율적인 계산시

간을 위한 수치적 기법을 제안하고 이를 Zwicker 

라우드니스 계산과 음향 위상 최적화에 적용하였다.  

Padé 근사법을 이용하여 3D 차실 모델의 라우드

니스을 계산하고, 음향 위상 최적화를 이용하여 흡

음제의 최적 위치를 찾는 문제에 적용하였다. Padé 
근사법은 광 대역의 주파수에서 빠르고 정밀한 근

사해를 얻을 수 있었고, 음향 위상 최적화는 일반적

인 방법과 비교했을 시 같은 위상을 얻는 동시에 

많은 계산 시간의 이득은 얻을 수 있었다.  
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