
   
 

자기장 및 열하중을 받는 복합재료 판의 자유진동응답 
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ABSTRACT 

The equations of motion for composite plates incorporating magneto-thermo-elastic effects have 
been derived via Hamilton’s principle. In order to get the insight into the implications of a number 
of geometrical and physical features of the system, the vibrational responses of finite composite 
rectangular plates immersed in a transversal magnetic field are investigated by applying the 
extended Galerkin method. The vibration response characteristics of a composite plate are exploited 
in connection with the magnetic field intensity, thermal load, and electric conductivity of fibrous 
composite materials. Some pertinent conclusions, which highlight the various effects induced by the 
magneto-thermo-elastic couplings, are outlined.  
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1. 서  론 

최근 미국의 NASA를 중심으로 세계 어디든지 2시

간 내에 날아갈 수 있는 마하 5 이상의 극초음속 

항공기(Hypersonic flight)의 개발이 활발히 진행되
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고 있다. 이와 같은 극 초음속 항공기는 필수적으로 

음속을 돌파 시 가해지는 충격파(shock wave)와 공

기와의 마찰에 의해 가해지는 열하중(thermal load)

를 동시에 받게 된다. 뿐만 아니라 항공기가 대기 

중에서 극 초음속으로 비행할 때 항공기의 전면에 

발생하는 충격파로 인해 공기가 압축, 가열되고 이

로 인해 공기 분자가 분리되어 이온화 상태로 진행

하게 된다. 이로 인해 항공기 주위에 플라스마 층

(자기장 층)이 형성되며 이러한 플라스마 층의 밀도

는 1015 ~ 1019 m-3으로 라디오 송수신을 단절시킬 

수 있을 만큼의 고밀도 자기장 층을 형성한다(1). 

따라서 극초음속 항공기와 같은 복합재료 구조물이 

자기장과 열하중을 동시에 받을 때 구조물의 자유

진동응답 특성을 이해하는 것은 매우 중요하다고 

판단된다.   

이와 관련된 연구동향으로 Anandkumar(2)는 

자기-전기-탄성이 연성된 복합재료 보의 자유진동 

해석을 수행하였으며, Ramirez와 Pan(3,4)은 자기-

전기-탄성이 연성된 복합재료 평판의 자유진동 

해석을 수행하였다. 또한 Bhangale와 Qin(5,6)은 

자기-전기-탄성이 연성된 원통셸의 자유진동 

해석을 수행하였다. Hasanyan과 Qin 등(7,8)은 

판의 한 방향의 길이가 무한대인 경우에 대하여 

탄성-열-전자기가 상호 연성된 판 구조물에 대한 

비선형 자유진동응답에 관한 연구를 수행하였다. 

또한 Kim과 Song(9)은 유한한 길이를 갖는 

복합재료 평판에 자기장이 가해질 때의 자유진동 

해석을 수행하였다.  

본 논문은 선행연구 결과인 참고문헌(9)와 연계하여 

가로 세로 방향으로 유한한 길이를 갖는 복합재료 

평판에 열하중과 수직방향의 자기장이 작용할 때 

열하중과 자기장의 세기가 자유진동 응답에 미치는 

영향에 대하여 고찰하였다. 특히 이 연구를 통하여 

자기장에 의해 발생되는 감쇠효과, 온도변화에 의한 

강성변화, 복합재료의 전기전도도 변화에 따른 

자유진동응답의 특성을 고찰하였다.  

 

2. 운동방정식 

2.1 기초 방정식 

전자기장이 가해지는 평판의 운동방정식을 유도하

기 위해서는 탄성, 열, 전자기장과 관련된 수식 정

의가 선행되어야 한다. 따라서 본 연구에서는 변위

장(열 포함)과 전자기장에 대한 기초방정식을 유도

하고 이를 기반으로 운동방정식을 유도하였다.  

(1) 변위장 (Displacement field) 

복합재 평판의 운동방정식을 유도하기 위해 Fig. 1 
과 같이 평판 중심을 기준으로 

1 2 3
( , , )x x x 로 하는 

좌표계를 사용하고, 섬유각은 
3

x 축을 기준으로 q

만큼 회전한다고 설정하였다. 복합재 평판의 모델링

을 위해 다음과 같은 운동학적 가정을 고려하였다.  

(a) 각 복합재료 층들은 서로 완전히 접착되어 있

으며 각 층의 두께는 모두 동일하다.  

(b) 횡 전단 변형을 고려한다.  

(c) 모든 변형은 선형으로 가정한다.  
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Fig. 1 Geometry of laminated composite plate 
 

 
 

Fig. 2 Deformation variables for a rectangular plate 
 

( ) ( ) ( )1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2
, , , , , , ,V x x x t v x x t x x x tb= +  (1a) 

( ) ( ) ( )2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2
, , , , , , ,V x x x t v x x t x x x tb= +

   
(1b) 

( ) ( )3 1 2 3 3 1 2
, , , , ,V x x x t v x x t=

   

(1c) 

 

여기서 
1 2 3
, ,v v v 는 

1 2 3
, ,x x x 방향의 중립면의 변위, 

1 2
,b b 는 

2 1
,x x 축 방향의 회전각을 나타낸다.  
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식(1)로부터 변형률을 구하면 다음과 같다.  

 

11 1,1 3 1,1
v xe b= +  (2a) 

22 2,2 3 2,2
v xe b= +  (2b) 

( )12 1,2 2,1 3 1,2 2,1
v v xg b b= + + +  (2c) 

13 1 3,1
vg b= +  (2d) 

23 2 3,2
vg b= +  (2e) 

여기서 ( ) ( ), /i i
x× º ¶ × ¶ .  

 

(2)전자기장(Electromagnetic field) 

전기장 및 자기장 방정식은 일반화된 맥스웰 방정

식부터 유도된다. 미소 변형된 전자기장에서의 맥스

웰 방정식은 다음과 같다. 식(3c)를 통해 전자기와 

변위가 서로 연성되는 항이 생성되며 운동 방정식

의 외력으로 작용하게 된다.  

 

페러데이 법칙      Ñ´ = -E B&  (3a) 

앙페르 법칙        Ñ´ =H J
   

(3b) 

옴의 법칙          ( )= + ´J E V B&G
    

(3c) 

로렌츠 힘          
0
m= ´ =f J B H

 
(3d) 

 

여기서 ,E H는 전기장 및 자기장 벡터를 나타내며, 

,J B는 전류밀도 벡터와 자속밀도 벡터를 나타낸다. 

또한 식(3d)에서 f 는 단위 체적당 로렌츠 힘을 나

타내며 
0
m 는 진공중에서 투자율을 나타낸다. 그리

고 식(3c)에서 G 는 전기전도행렬을 의미하며 다음

과 같이 표현된다.  
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g g
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g
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ê ú
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ê ú
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(4) 

 

여기서 2 2
11 1 2

cos sing g gq q= + , 
33 3

g g= , 

2 2
22 2 1

cos sing g gq q= + , 
12 1 2
( )sin cosg g g q q= -  

( 1,2,3)
i

g i = 은 섬유의 주방향(principle directions) 

전기전도율을 나타낸다.  

평판이 미소 변형하고 전자기장이 선형으로 변화한

다고 가정할 때 전계, 자계 및 자속밀도는 다음과 

같이 1차 전자기장(primary electromagnetic 

quantities)과 미소변형된 전자기장(small disturbed 

quantities)으로 구분하여 표현할 수 있다.  

 

0 0 0
, ,= + = + = +E E e H H h B B b  (5) 

 

여기서 e , h , b는 각각 미소변형에 따른 전계, 자

계 및 자속밀도 벡터를 나타내며 식(3)의 맥스웰 방

정식을 동일하게 적용할 수 있다. 한편 전계 벡터 

1 2 3
( , , , )x x x te 는 전계의 경계조건(2)을 대입하면 수평

방향 전계 벡터 
1 2
,e e 는 

3
x 와 무관하게 된다. 또한 

자계벡터 
1 2 3
( , , , )x x x th 에서 수직방향 자계벡터 

3
h

는 자계의 경계조건(2)으로부터 
3

x 와 무관한 함수로 

정의할 수 있다. 따라서 
1 2
,e e 와 

3
h 를 다음과 같이 

표현할 수 있다.  

 

( ) ( )1 1 1 2 1 2
, , , ,e e x x t x x tjº º  (6a) 

( ) ( )2 2 1 2 1 2
, , , ,e e x x t x x tyº º  (6b) 

( ) ( )3 3 1 2 1 2
, , , ,h h x x t x x tcº º  (6c) 

 

2.2 탄성-열-전기-자기 연성 운동 방정식 

(1) 구성방정식 (Constitutive equations) 

복합재료는 이방성재료로 주응력방향과 전체좌표계

가 상이함으로 좌표계 변환행렬을 이용하여 다음과 

같이 온도를 고려한 구성방정식을 표현할 수 있다.  

 

11 11 12 16 11 11

22 12 22 26 22 22

12 16 26 66 12 12

S Q Q Q

S Q Q Q

S Q Q Q

e a
e a
g a

æ öì ü ì ü ì üé ùï ï ï ï ï ï ÷çï ï ï ï ï ï ÷ê ú çï ï ï ï ï ï ÷çï ï ï ï ï ï ÷ï ï ï ï ï ïê ú ç ÷= - Qí ý í ý í ýç ÷ê ú ç ÷ï ï ï ï ï ï ÷çê úï ï ï ï ï ï ÷çï ï ï ï ï ï ÷÷ê ú çï ï ï ï ï ïè øï ï ï ï ï ïî þ ë û î þ î þ

 (7a) 

23 44 45 23

13 45 55 13

S Q Q

S Q Q

g
g

ì ü é ù ì üï ï ï ïï ï ï ïï ï ï ïê ú=í ý í ýê úï ï ï ïê úï ï ï ïï ï ï ïî þ ë û î þ
 (7b) 

 

여기서 ( ), 1,2, 6
ij

Q i j = 를 환산 탄성계수, aba 를 환

산 열팽창계수를 말한다.  

 

(2) 운동방정식 

식(1,2)와 식(7)을 아래의 헤밀턴 원리 식에 대입하

여 운동방정식을 유도한다.  

 

1

0

0
t

nct
T U W dtd d é ùÕ = - + =ê úë ûò  (8) 
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0 1
@ ,t t t t= = 에서 

0, 0( 1,2,3 1,2)
i

v iad db a= = = =  

 

여기서 , ,
nc

T U W 는 각각 운동에너지, 탄성에너지, 

외력에 의한 가상일을 나타내며 다음과 같이 쓸 수 

있다.  

 

3

h

i ih
T V Vd dxd r d

W -
= Wò ò & &

 (9a) 

3

h

ij ijh
U S d dxd de

W -

é ù= Wê úë ûò ò    
(9b) 

e i i i i
W H Vd Vd

t
d r d t s d

W
= + Wò ò %

    

(9c) 

 

여기서 
i

H 는 체력(body force), 
i
s
%

는 표면력

(surface traction force)를 나타낸다.  

Hamilton principle을 이용한 운동방정식과 경계조

건은 다음과 같다.  

 

1 11,1 12,2 1 1 13 1 3
: 0

h

h
v N N m v f dxd s

+

- -
+ - + + =ò&& (10a) 

2 21,1 22,2 1 2 23 2 3
: 0

h

h
v N N m v f dxd s

+

- -
+ - + + =ò&&  (10b) 

3 31,1 32,2 33 3 3 1 3
: 0

h

h
v N N f dx m vd s

+

- -
+ + + - =ò &&  (10c) 

1 11,1 12,2 13 3 1 13

3 1 3

:

0
h

h

M M N m h

x f dx

db b s
+

-

-

+ - - +

+ =ò

&&
 (10d) 

2 21,1 22,2 23 3 2 23

3 2 3

:

0
h

h

M M N m h

x f dx

db b s
+

-

-

+ - - +

+ =ò

&&
 (10e) 

 

경계조건 

1 1
@x = ±l  

( ) ( )1 11 11 1 2 12 12 2
: 0, : 0,v N N v v N N vd d d d- + = - + =

% %  
( )3 13 13 3
: 0,v N N vd d- + =

%  
( ) ( )1 11 11 1 2 12 12 2
: 0, : 0M M M Mdb db db db- + = - + =

% %
 

2 2
@x = ±l

 
( ) ( )1 12 12 1 2 22 22 2
: 0, : 0,v N N v v N N vd d d d- + = - + =

% %  
( )3 23 23 3
: 0,v N N vd d- + =

%  
( ) ( )1 12 12 1 2 22 22 2
: 0, : 0M M M Mdb db db db- + = - + =

% %
 

식(10)에서 합 응력과 합 모멘트는 다음과 같이 정

의된다. 

 

( )
3 3 3 3

3 3

, ,

, 1,2

- -

-

º º

º =

ò ò
ò

h h

h h
h

h

N S dx N S dx

M x S dx

ab ab a a

ab ab a b
 (11) 

 

식(10)에서 로렌츠 힘 ( )1,2,3
i
f i = 와 로렌츠 힘을 

정의하는데 필요한 유도전류 ( )1,2,3
i
j i = 는 식(1)

과 식(4~6)을 맥스웰 방정식 식(3)에 대입하여 다

음과 같이 유도할 수 있다.  

 

1 02 03 02 3 2 03 3 02
( )f J B J b j B j B= + + -  (12a) 

2 01 03 01 3 3 01 1 03
( )f J B J b j B j B= - - + -  (12b) 

3 01 02 02 01 01 2 02 1

1 02 2 01

( ) ( )

( )

f J B J B J b J b

j B j B

= - + -
+ -  (12c) 
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( ) ( ){
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0 0
1 11 2 03 3 02
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12 3 01 1 03

1 0 1
3 11 2 03 2 03 3 02

1 1 0
12 3 01 1 03 1 03

2 1
3 11 2 12 1 03
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i i

j g v B v B

g v B v B

x g v B B v B

g v B v B B

x g g B

j

y

b
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= + -

+ + -

+ + -

+ - -

+ -

& &

& &

&& &

&& &

& &

 (13a) 

( ) ( ){
( ) ( )}

( ) ( ){
( ) ( )}

( ) ( ){ }

0 0
2 12 2 03 3 02

0 0
22 3 01 1 03

1 0 1
3 12 2 03 2 03 3 02

1 1 0
22 3 01 1 03 1 03

2 1
3 12 2 22 1 03

i

i

i

i

i i

j g v B v B

g v B v B

x g v B B v B

g v B v B B

x g g B

j

y

b

b

b b

= + -

+ + -

+ + -

+ - -

+ -

& &

& &

&& &

&& &

& &

 (13b) 

 

식(12)와 식(13)을 평판의 두께에 대해 적분하여 식

(10)의 로렌츠 힘에 의해 합 응력과 합 모멘트 식을 

유도하면 다음과 같다.  

 

0
1 3 02 03 02 0
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2.3 자기장이 수직으로 작용할 때 운동 방정식 

(1) 운동방정식 

본 연구에서는 수치예제로 평판의 모든 끝단이 단

순지지 조건이고, 평판의 수직방향으로 자기장이 작

용할 때 평판의 자유진동응답을 고찰하였으며, 해석

에서 굽힘변위와 횡전단 변위의 연성만 고려하였다. 

자기장이 수직으로 작용할 때의 운동방정식과 경계

조건을 변위의 식으로 표현하면 다음과 같다.  
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경계조건 
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여기서
2

2 ,gC h gab ab
é ùº ê úë ûM ( )0

, , 1,2g gab ab a bé ùº =ê úë ûM  

 

(2) 무차원 운동방정식 

앞 절에서 유도한 운동방정식을 무차원화하기 위해 

아래와 같은 무차원변수를 사용하였다. 또한 

식(17)은 경계조건을 만족하는 무차원 변위 

근사함수를 나타내며, 확장된 Galerkin 방법을 

사용하여 식(17)을 Hamilton식에 대입하여 

식(18)과 같은 이산화된 운동방정식을 유도하였다.  
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{ } { } { } { }é ù é ù é ù+ + =ê ú ê ú ê úë û ë û ë ûM q C q K q 0&& &  (18) 

 

여기서 , ,é ù é ù é ùê ú ê ú ê úë û ë û ë ûM C K 행렬은 각각 질량, 감쇠, 강성 행

렬을 나타낸다.  

식(18)의 해를 구하기 위해 상태공간식으로 표현하

면 다음과 같다.  

 

= +A B&x x f  (19) 

여기서 , ,
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식(19)의 해는 식 (20)과 같이 이산 시스템을 통

해 근사적으로 구할 수 있다.  
1-= +i i ix x qf y  (20) 

 
여기서 [ ] -1,t te e= = -A A I A BV Vf y 이며, 천이행렬 

teAV  는 다음 식으로 근사적으로 구한다.  
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3. 수치해석 

수치해석에 사용된 물성치는 다음과 같다. 

1 0 2 0 12 0
/ 10, / 5, / 4,E E E E G E= = =  

13 0
/ 2,G E =

12 23 13 1 0
0.25, / 0.1,m m m a a= = = =  

10 2 3
2 0 3 0 0 0
/ 2, / 1, 10 , 10 ,E N ma a a a a -= = = =  

8 3
0
10g S m=   

초기조건은 ( ) ( )0 1, 0 0
v v

q q= =& 을 사용하였다.  

 
Fig. 3은 시간 0=t 에서 복합재료 평판의 중심에 

무차원 수직변위 1=
v

q  를 가한 후 놓았을 때, 

자기장 변화에 따른 복합재료 평판의 자유진동 

응답을 나타내고 있다. 그림에서 자기장의 세기가 

커질수록 평판의 운동이 점차 감소하는 것을 알 수 

있다. 이는 식(15)에서 자기장의 세기가 커질수록 

운동방정식의 감쇠값이 증가하기 때문이다.    

Fig. 4는 FSDT와 CPT 모델의 자유진동응답을 비교

한 그래프이다. 그림에서 자기장이 가해지지 않을 

때의 자유진동응답 결과는 FSDT와 CPT 결과가 매

우 유사하게 나타났으나, 자기장의 세기가 커질수록 

FSDT와 CPT 결과가 현저하게 차이가 나는 것을 

알 수 있다. 이는 자기장의 세기가 FSDT모델이 굽

힘 및 횡전단변형 감쇠행렬에 영향을 미치는 효과

보다 CPT모델이 굽힘 감쇠행렬에 영향을 주는 효

과가 더 크기 때문으로 동일한 자기장의 세기에서 

CPT 모델보다 FSDT 모델의 진폭이 더 크게 나타

나는 것으로 판단된다. 

Fig. 5는 평판에 가해지는 온도변화에 따른 복합재

료 평판의 자유진동응답을 나타내고 있다. 그림에서 

온도가 증가할수록 진폭의 주기가 짧아지는 것을 

알 수 있다. 이는 식(15a)에서 온도의 증가에 따라 

구조강성이 증가함에 따라 주기의 변화에 영향을 

미치는 것으로 설명할 수 있다.  

Fig. 6은 식(4)의 복합재료의 주방향 전기전도도의 

변화에 따른 자유진동응답 결과를 나타내고 있다. 

그림에서 복합재료의 전기전도도가 클수록 진폭이 

점차 커지는 것을 알 수 있다. 이는 식(15a)에서 전

기전도도의 증가는 gCab 를 증가시키므로 운동방정

식의 감쇠행렬이 증가하게 된다. 이로 인해 전기전

도도의 증가는 감쇠력을 증가시키고 이로 인해 진

폭이 작아지게 된다.  
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Fig. 3 Dimensionless vertical deflections as magnetic field 
intensity 0
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Fig. 4 Comparison of the dimensionless vertical deflection 
for the TS and NTS models ([0]6, 1
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Fig. 5 Influence of the thermal load on the free vibrational 
responses ([0]6 1
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3. 결  론 

본 연구에서는 탄성-열-자기-전기가 서로 연성된 

복합재료 평판의 운동방정식과 경계조건을 유도하

고 수직방향으로 자기장 및 열하중이 가해지는 평

판에 대한 자유진동응답 해석을 수행하여 자기장, 

온도, 전기전도도의 변화에 따른 응답특성을 고찰하

였다. 해석결과, 자기장의 세기가 증가할수록 평판

의 감쇠력이 증가되고 이로 인해 자유진동응답이 

감소하는 것을 알 수 있었다. 또한 온도의 증감에 

따라 자유진동응답이 크게 차이가 나는 것을 알 수 

있는데 이는 온도가 평판의 구조강성을 변화시키기 

때문이다. 그리고 복합재료의 전기전도도의 영향도 

자기장과 마찬가지로 운동방정식의 감쇠행렬에 영

향을 미침에 따라 전기전도도의 증가에 따라 자유

진동응답이 감소함을 알 수 있었다. 마지막으로 자

기-열-전기전도도 특성의 변화에 따른 자유진동응

답 특성은 FSDT모델과 CPT모델이 큰 차이가 발생

하는 것을 알 수 있었으며 이를 통해 구조-열-자기

장이 연성된 구조물에서는 FSDT모델이 더욱 정확

한 결과를 제시하는 것을 알 수 있었다.  
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