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요 약

본 논문에서는 국부적으로 비선형 거동을 보이는 고전적인 J2 소성흐름 이론에 근거한 탄소성 문제의 

해를 효율적으로 구하기 위해 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소법을 제안한다. 제안된 기법은 비선

형 거동을 보이는 영역을 포함하는 국부 문제의 비선형 해를 구하고 이를 일반유한요소법의 단위 오목 분

할의 개념을 통해 전체 문제의 해 공간을 확장하는데 이용한다. 이는 적은 계산량으로 복잡한 탄소성문제

의 정확한 해를 얻는 것을 가능하게 하며 기법의 강건성과 정확성을 입증하기 위한 수치해석 예제가 다루

어진다.

keywords : 일반유한요소법, 전체-국부 확장함수, 탄소성해석, 국부적 비선형 거동

1. 서 론

국부적으로 비선형 거동을 보이는 탄소성 해석에 현재 널리 사용되고 있는 유한요소법을 이용할 경우 국

부 영역을 중심으로 요소의 세분화 및 비선형 해를 구하기 위해 많은 뉴튼-랩슨 기법(Newton-Rhapson 

method)을 이용해 수많은 반복(iteration) 과정을 실시해야 하기 때문에 이의 계산량이 무척 많다. 따라서 실

무에서는 많은 경우 해의 정확성이 떨어짐에도 불구하고 단순화된 선형 탄성 해석으로 이를 대체하는 경우

가 많다. 본 논문에서는 국부적으로 비선형 거동을 보이는 탄소성 해석의 계산량을 줄이면서도 정확한 해를 

구할 수 있는 전체-국부 확장함수(global-local enrichment function)를 지닌 일반유한요소법(generalized 

finite element method)을 제안한다.

2. 탄소성 해석의 정식화

본 논문에서 수행되는 탄소성해석과 관련된 몇몇 개념과 수식을 소개한다. 이들은 선형 등방 경화(linear 

isotropic hardening)와 작은 변형률(small strain)을 가정한 고전적인 J2 소성흐름 이론(flow theory)에 근거

하고 있다(Simo and Hughes, 2000). 힘의 평형을 묘사하는 편미분방정식은 3차원 영역(domain) 

  ** 학생회원∙경희대학교 건축공학과 석사과정 hansj@khu.ac.kr

* ** 정회원∙경희대학교 건축공학과 교수 kimhc@khu.ac.kr

 *** 정회원∙경희대학교 건축공학과 조교수 leeyh@khu.ac.kr

**** 정회원∙경희대학교 건축공학과 전임강사 djkim@khu.ac.kr

773



   ∪에 정의되며 이의 경계는 
∩

  를 만족시키는 두 가지 영역의 합 

  
∪

으로 구성된다. 영역 에 정의된 힘의 평형 방정식은  

∇∙                                                                                   (1)

으로 정의되며 경계 조건은 에 

    on 
  , ∙  on 

                                                           (2)

으로 주어진다. 은 
에 직교하는 바깥 방향으로의 단위 벡터이며 와 는 경계치 문제의 주어진 견인

력(traction)과 변위(displacement)이다. 변형률 텐서는 변위 기울기 텐서(gradient tensor)의 대칭 부분으로 표

현되며

  


∇∇                                                                          (3)

다음과 같은 탄성 및 소성 기여분의 합 분해(additive decomposition)에 근거한다.

                                                                                      (4)

응력 텐서 는 단지 탄성 변형률 텐서 에 비례하며 다음의 식으로 주어진다.

      ⊗ 

⊗



                                                         (5)

는 체적탄성률을, 는 전단탄성계수를, 는 4차 단위 텐서 그리고 는 2차 단위 텐서를 의미한다. 허용 가

능한 응력 상태는 다음과 같은 von Mises 항복 조건에 의해 정의된다.

 ║║




 ≤                                               (6)

∥∙∥는 텐서의 유클리디언 노름(Euclidean norm)을, ∙은 텐서의 편차(deviatoric)부분을, 는 내부 상

태 변수(internal state variable)을, 는 선형 등방 경화 관계식을 의미한다. 묘사된 탄소성 문제는 변형

률 경로(strain history)에 의존하는 비선형 재료모델에 의한 비선형 거동을 보인다. 따라서 뉴튼-랩슨 방법

에 의해 선형화되고 점진적인(incremental) 방법으로 이의 해를 구해야 한다. 속도에 무의존하는

(rate-independent) 소성론의 관점에서 각각의 증분 단계는 유사 시간 스텝(pseudo time step)   으로 정의

되며 주어진 변형률 증가 ∆   에 해당하는 항복조건과 일관된 응력 텐서 는 radial return 

mapping 알고리즘에 의해 구해진다(Simo and Taylor, 1985).    

3. 탄소성 해석을 위한 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소법

본 장에서는 비선형 거동이 국부적으로 나타나는 문제에 대해 확장함수를 구성하는 과정을 소개하며 이들 

중 특히 3차원 탄소성해석 문제에 초점을 맞춘다. 확장함수를 구성하기 위한 전체-국부 과정(global-local 

procedure)은 (Kim et al. 2010)에 소개된 것과 유사하나 국부소성영역을 지니는 탄소성 문제의 해석에 적합

하도록 수정이 필요하다. 이 수치해석 방법의 주된 개념은 국부적인 비선형 거동을 정확하게 묘사할 수 있는 

확장함수를 수치해석적으로 구성하고 이를 전체 비선형 해공간을 확장시키기 위해 사용한다는 것이다. 이 과

정은 세 단계로 구성되어 있으며 그림 1에 나타나 있다. 첫 번째 단계는 선형탄성 재료모델을 가정하고 최종 

유사 시간 스텝의 하중을 적용시켜 전체 문제(global problem)을 푸는 것이다. 두 번째 단계는 그림 1(b)과 

같이 비선형 거동을 보이는 작은 영역을 포함하는 국부 문제(local problem)를 구성하고 이전 단계에서 구한 

전체문제의 선형 탄성해를 이 문제의 경계조건으로 적용하는 것이다. 국부 문제의 해는 최종 시간 스텝에서

의 국부적인 비선형 거동을 잘 묘사할 수 있다. 이후 전체 문제는 이전 단계에서 구해진 비선형 국부 문제의 
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해로 확장(enrichment)되며 그림 1(c)가 나타내는 것처럼 각각의 시간 스텝에서의 해를 구한다.

위에 언급된 과정을 수학적으로 엄밀하게 표현하기 위해 다음의 표기 방법을 이용한다. 아래첨자 G와 L은 

각각 전체 및 국부 문제를 가리키며 추가의 아래첨자 lin은 선형탄성 재료모델을 이용해 얻어진 해를 의미한

다. 아래첨자 lin이 사용되지 않는 경우 탄소성 재료모델을 이용해 얻어진 해를 가리킨다. 위첨자 n은 각각의 

유사 시간 스텝 ,  …을(는 유사 시간 스텝의 최대값) 지칭하기 위해 사용된다.

그림 1 탄소성 해석을 위한 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소 알고리즘.

3.1. 선형 초기 전체 문제

일반유한요소법의 해 
 는 식 (1)과 (2)에 의해 정의되는 문제의 최종 시간 스텝 에서의 해로 선형 

탄성 재료 모델을 가정하고 다음과 같이 구한다:

∀
∈ 에 대해 

∈  ⊂을 만족시키는 다음 적분식의 해 
 를 구하라.





   

 



 ∙

  




 ∙

 




∙

          (7)


 는 에 정의된 힐베르트 해 공간 의 일반유한요소 형상함수를 이용한 이산화

(discretization)이다. 식 (7)의 변수 는 벌칙계수(penalty parameter)이다. 식 (7)에 의해 정의된 문제를 풀기 

위해 일반적으로 성긴 유한요소망을 사용하며 선형 탄성 재료 모델을 이용한다. 이 문제는 그림 1(a)에 나타

난 단계에 해당하며 편의상 선형 초기 전체 문제(linear initial global problem)라 명명한다. 

3.2. 비선형 국부 문제

을 국부적으로 비선형 거동을 보이는 영역을 포함하는 의 하부영역(subdomain)으로 정의하고 다음

의 국부 문제를 최종 유사 시간 스텝 
에 대해 비선형 재료모델을 가정하고 구한다:

∀
∈에 대해 

∈ ⊂을 만족시키는 다음 적분식의 해 
를 구하라. 





  

 
∩



∙


╲∩ 


∙

 


∩




 ∙

 
∩




 ∙


╲∩ 


 

 ∙


        (8)


는 에 정의된 힐베르트 해 공간 의 일반유한요소 형상함수를 이용한 이산화

(discretization)이다. 이 문제의 핵심적인 사항은 선형 초기 전체 문제의 해 
 를 ╲∩에서의 

경계조건으로 이용하고 이 문제의 해 
는 영역 에서의 비선형거동을 정확하게 묘사할 수 있다는 것이

다. 이 문제는 그림 1(b)에 묘사되어 있다. 변수 는 벌칙계수(penalty parameter)이며 스프링 강성 은 국부
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적인 비선형 거동이 의 내부에 완전히 구속될 경우 (Kim et al. 2010)에 소개된 것처럼 선형 탄성적인 경

우와 마찬가지로 선택될 수 있다. 이 문제는 편의상 비선형 국부 문제(nonlinear local problem)라 명명한다.

3.3. 비선형 전체 문제를 위한 전체-국부 확장함수

3.1장과 3.2장에 묘사된 선형 초기 전체 문제와 비선형 국부 문제는 비선형 전체 문제에 비선형 전체-국부 

확장함수 
를 공급하기 위한 과정이다. 이 과정들 이후 각각의 유사 시간 스텝에 대해 비선형 전체 문제

의 해를 구하기 위한 비선형 반복(nonlinear iteration)이 수행된다. 그림 1(c)에 표현된 것과 같이 
에 의

해 확장된 비선형 전체 문제를 
를 구하기 위해 푼다. 임의의 유사 시간 스텝 에 대한 전체-국부 일반유

한요소 형상 함수는 다음과 같이 표현된다.


  

                                                                  (9)

임의의 유사 시간 스텝 에 대해 
에 의해 확장된 비선형 전체 문제의 약식(weak formulation)은 다음과 

같이 주어진다:

∀
∈에 대해 

∈ ⊂을 만족시키는 다음 적분식의 해 
를 구하라.





  

 



∙

  



  ∙
 




 ∙
                  (10)


는 

 에 식 (9)으로 정의된 일반유한요소 형상 함수가 추가된 에 정의된 힐베르트 해 공

간 의 이산화(discretization)이다. 이 문제는 비선형 확장 전체 문제(nonlinear enriched global 

problem)이라 명명된다. 비선형 전체-국부 확장함수는 3차원 탄소성 문제를 해석할 경우 국부 문제의 자유도

의 개수와 상관없이 성긴 전체 문제의 요소망에 절점 당 오직 3개의 자유도만을 추가한다. 따라서 전체 문제

의 크기를 크게 증가시키지 않으면서도 주어진 탄소성 문제의 미소 스케일 거동을 묘사하기 위해 국부 문제

에 세분화된 요소망을 사용하거나 높은 차수의 형상 함수를 사용하는 것이 가능하다.  

4. 수치 해석 예제

본 장에서는 제안된 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소법의 효율성을 검증하기 위해 그림 2에 나타

난 두 물질의 경계면을 가지는 막대 문제를 해석한다. 이 문제의 영역은 12*(7×1×1)개의 사면체 요소로 이산

화되며 그림에 표현된 것처럼 가운데의 한 층(layer)만이 다른 층보다 작은 항복 응력값(yield stres)을 가지

게 된다. 따라서 하중이 증가함에 따라 가운데 층에서만 소성변형이 발생하여 전체 영역의 일부분에만 소성

변형이 구속되게 된다. 그림에 나타난 막대의 기하학적 치수는          으로 주어지며 

막대의 꼭대기와 바닥 부분에 일정한 견인력 =7.0이 작용한다. 선형 등방 경화 모델의 물성치는 다음과 같

이 주어진다: 탄성계수() = 4.0, 포아송 비() = 0.0, 항복 응력() = 4.0, 선형 경화 계수() = 1.0 (가운데 

층); 탄성계수() = 4.0, 포아송 비() = 0.0, 항복 응력() = 12.0, 선형 경화 계수() = 1.0 (바깥 층). 뉴튼 

수렴을 위한 오차 허용치는 10-4로 주어지며 14단계의 동일한 유사 시간 스텝이 점진적인 해석(incremental 

analysis)를 위해 사용된다. 따라서 각각의 유사 시간 단계에서의 하중 증가분은 0.5가 된다. 해의 정확성에 

대한 척도로 막대의 꼭대기 부분의 중앙에서 측정된 변위를 이용하며 이는 y 방향의 최대 변위와 같다. 그

림 3은 주어진 문제를 다항식을 확장함수로 이용하는 일반유한요소법(hp-GFEM)과 전체-국부 확장함수를 

지닌 일반유한요소법(GFEM
g-l
)을 이용한 해를 비교한 그래프이다. 두 경우의 해를 얻기 위해 소성 변형률이 

존재하는 가운데 층에 동일한 레벨의 요소 세분화(mesh refinement)가 수행되었으며 2차의 형상함수가 사용
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그림 2. 두 물질의 

경계면을 가지는 막대.

그림 3. hp-GFEM과 GFEM
g-l
에 의해 계산된 

비선형 하중-변위 곡선의 비교.

되었다. 참고해(reference solution)는 3차의 형상함수와 막대의 전체 영역에 요소 세분화를 이용하여 

hp-GFEM으로 구한 값이다. 세 가지 해 모두 거의 동일한 정확도를 보이고 있어 제안된 GFEM
g-l
이 전체 

문제에 적은 수의 자유도를 이용함에도 불구하고 높은 정확도의 해를 구할 수 있음을 알 수 있다.

5. 결론

본 논문에서는 탄소성 해석을 위한 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소법을 제안하였다. 제안된 기

법은 전체 문제에 적은 자유도를 이용하면서도 국부적으로 비선형 거동을 보이는 문제의 정확한 해를 구하

는 데 이용될 수 있다. 추후 제안된 기법을 활용한 다양한 수치 예제 해석을 통해 이의 우수성을 보일 예정

이다.
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