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요 약

이종재료의 열 달문제 수치해석시 추가 으로 만족시켜야 하는 계면경계조건들의 존재와 계면경계로 인

한 불연속면의 처리는 근사함수의 구성 뿐만 아니라 수치기법의 개발 자체를 어렵게 만든다. 본 논문에서는 

계면경계의 불연속성을 모델링하는 특수한 함수를 포함하고 계면경계조건을 항상 만족시킬 수 있는 근사함

수를 구성하고, 계면경계문제의 강형식을 직  이산화하며 고속으로 해를 계산할 수 있는 이동최소제곱 차

분법을 제시한다. 계면경계조건이 매입된 이동최소제곱 차분법으로 이종재료의 열 달문제를 해석한 결과, 

높은 정확성과 효율성을 갖는 것을 확인할 수 있었다. 

keywards: 이종재료, 열 달문제, 계면경계, 이동최소제곱 차분법 

1. 서론1)

이종재료의 열 달문제는 계면경계(interface)를 따라 해의 미분이 불연속을 나타내는 특징을 나타내며, 열

유속(heat flux)에 한 계면경계조건을 추가로 만족시켜 주어야 한다. 따라서 일반 인 수치해석 방법으로는 

정 한 해석이 어려우며, 불연속면을 처리할 수 있는 근사함수를 갖는 확장된 유한요소법(Moes 등, 1999)이

나 계면경계 근방에서 차분식을 수정한 유한차분법(LeVeque과 Li, 1994)과 같이 특수하게 고안된 수치기법

으로만 정 한 해석이 가능하다. 그러나 이러한 수치해석기법들도 임의로 치한 불연속면으로 인해 근사함

수의 구성이 상당한 제약을 받고 계면경계 모델링으로 인한 자유도 증가가 최종 인 계방정식의 크기를 증

가시키는 단 이 있다. 한편, 무요소법에서 빈번하게 사용되는 이동최소제곱법은 근사함수의 구성에 상당한 

유연성을 갖고 있어서 다양한 조건들을 매입하는 것이 가능하고  단 에서 강형식을 직  이산화하고 

만족시키는 근방식이 유리하다는 것이 알려져 있다.(윤 철 등, 2007) 이와 같은 특성을 잘 활용하면, 기존

의 유한요소법이나 유한차분법이 갖는 단 을 효과 으로 극복하는 수치기버의 개발이 가능하다. 윤 철과 

김도완(2007)은 규칙 으로 분포된 을 바탕으로 이동최소제곱법을 이용하여 불연속 함수를 포함하는 차

분식을 구성하여 이종재료의 열 달문제를 정 하게 해석했지만, 계면경계의 모델링으로 인해 계 방정식의 

크기가 증가되어 효율성이 감소되는 문제 이 있었다. 본 연구에서는 계면경계조건을 근사함수에 직  매입

하여 차분식이 계면경계조건을 자동으로 만족하도록 함으로써 자유도의 증가 없이 이종재료의 열 달문제를 

정확하게 해석할 수 있는 수치기법을 제시한다.
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2. 계면경계조건이 매입된 근사함수

열 도 방정식에서 시간에 한 항을 제외하고 계면경계 로 인한 계면경계조건이 추가된 이종재료의 열

달문제의 지배방정식은 다음과 같다. 

∇⋅∇    in  \                                    (1)

     on                                          (2)

       on                                          (3)




 




    on                                        (4)

여기서 f는 열원(heat source)이고, 는 열 달계수인데 이종재료는 서로 다른 값을 갖는다. 계면경계조건은 

식 (3)의 해의 연속조건과 식 (4)의 계면경계를 통과하는 를 포함한 수직방향 열유속(heat flux)의 

(jump)에 한 조건식으로 주어진다. 

이동최소제곱 차분법의 정규 근사식은 Taylor 개에 근거하여 다음과 같이 주어진다. (윤 철 등, 2007),

  
                                     (5)

여기서 
 은 m차 다항식으로 구성된 기 함수이고 는 Taylor 개식의 미분계수를 포함하는 미

지의 벡터이다. 즉, 식 (5)는 결국   근방에서 개한 임의의 치 에서의 함수값 에 한 Taylor 

개를 의미한다. 이종재료의 열 달문제를 해석하기 한 계면경계 근방에서의 미분불연속을 갖는 확장된 근

사식은 다음과 같다. (윤 철과 김도완, 2007)

   
                                 (6)

여기서  는 미분불연속을 갖는 기함수이고,  는 기의 각도 는 미분불연속의 크기를 결정하

는 계수이다. 윗 식에 식 (4)의 조건을 용하면, 다음과 같이 식 (4)의 계면경계조건을 항상 만족시키는 확

장된 근사식을 얻을 수 있다. 

    〈〉


∇ 
  〈〉


             (7)

여기서 는 의  로의 투 , 는 계면경계에서 열 달계수의 차이, 〈〉는 계면경계에서 열 달

계수의 평균값이다. 이 하게 분포된 해석 역에서 이동최소제곱법을 이용하여 미지의 벡터 를 

계산하면, 실제 인 미분계산 없이도 m차까지의 미분근사식을 얻게 된다. 한, 식 (7)은 기함수를 포함하

고 있어서 한번 미분을 취하게 되면 를 갖지만 근사식 자체는 연속이기 때문에 식 (3)의 계면경계조건을 

자동으로 만족시킨다. 이동최소제곱법을 사용하여 미지의 벡터를 구한 후, 차 미분근사식을 형상함수를 이

용하여 표 하면 다음과 같다. 


  

  




 〈〉

   
  




                 (8)

여기서  ⋯이며, 를 들어,  은 2차원 문제에서 
 

를 가리킨다. 식 (8)의 형상함수 


는 식 (5)로부터 계산된 일반 인 형상함수와 달리 계면경계조건 식(4)를 만족시키기 한 항들이 내

재 으로 포함되어 있는 새로운 형태임을 주목할 필요가 있다. 결국, 식 (7) 는 식 (8)이 계면경계조건을 

모두 만족시키기 때문에 계면경계조건에 한 추가 인 고려 없이도 각 에서 지배방정식에 한 차분식

을 구성하고 계 방정식을 풀어서 해인 미지계수 를 구할 수 있다.
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3. 지배방정식에 한 차분식의 구성 

이종재료의 열 달 방정식을 풀기 해 평형방정식 식 (1)과 경계조건식 식 (2)에 한 차분식을 구성해야 

한다. 술한 바와 같이 본 연구에서 제안한 근사식이 계면경계조건을 자동으로 만족시키기 때문에 다음과 

같은 차분식의 구성만으로 해석이 가능하다. 

 ∆ ∇ ⋅∇   , ∈                 (9)
    , ∈                              (10)

여기서 와 는 각각 내부 역의 과 경계 의 집합을 나타낸다. 라 라시안(Laplacian)과 그라디

언트(Gradient)는 미분근사식 식 (8)을 이용하여 계산한다. 를 들어 계면경계 근방( )에서 차분식을 구성

할 때 미지계수인 와 련된 항들만 좌변에 남고 나머지 기지값들을 모두 우변으로 넘겨서 다음과 같은 

이산화된 차분식을 구성한다. 









 





 







                      

〈〉
 
















〈〉
 













(11)

이제 순서 로 평형방정식과 경계조건식에 한 차분식을 어셈블하여 체 계방정식을 구성하고 풀면 

해 를 얻는다. 단, 차분식 구성을 해 계면경계를 이산화(discritization)하는 과정은 필요하다. 그러나 

계면경계 상에 부여된 미지계수가 없기 때문에 체 계 방정식의 크기는 증가하지 않는다. 다만 계면경계에 

한 미분 를 모델링하는 정 도가 평형방정식의 차분식의 정확도에 향을 미치므로 분포의 정 도

를 반 할 수 있도록 한 간격으로 계면경계를 분할해 주어야 한다. 

4. 수치 제

원형 매입물(inclusion)을 갖는 이종재료의 열 달문제에 한 해석을 수행하여 제안된 수치기법의 정확성

을 검증했다. 열원과 열 달계수가 식 (12), 식 (13)과 같이 주어지고, 정확해가 식 (14)와 같이 정해지는 경

우를 고려한다.

                                            (12)

  
            

       ≥ 
                       (13)

 











        


  


 
  

 
   

    

       ≥      (14)

해석시   로 두어 열 도계수의 차가 100배 가까이 나도록 설정했다. 이 경우 미분방정식의 solvability

가 상당히 나빠지기 때문에 계면경계에 한 정확한 고려가 되지 않으면 정확한 해를 얻을 수 없다.

오차분석을 해 400개, 1600개, 6400개의 을 갖는 모델을 해석했다. 그림 1은 온도와 온도 그라디언트

에 한  ∞오차의 수렴률을 보여 다. 수렴률 곡선의 기울기로부터 2차 정확도가 확보되는 것을 알 수 있

다. 계면경계문제에서 2차의 정확도를 얻기 어렵기 때문에 이는 상당히 고무 이다. 그림 2에는 6400개  

모델로 계산한 온도분포의 모습이다. 원형 매입물 경계를 따라 기모양의 해가 확연히 나타나는 것을 볼 수 

있다. 그림 3과 4에는 온도 그라디언트의 x방향, y방향 성분을 도시했는데, 원형 매입물의 계면경계에서 
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가 나타나는 것을 확인할 수 있다. 계면경계 주변에서 값이 뭉개지지 않고 날카롭게 묘사되고 있는데, 

이는 본 연구에서 제시된 미분근사식이 계면경계조건을 정확히 만족시키고 있다는 것을 보여 다. 

그림 1 계면경계문제의 
∞
오차 수렴률 그림 2 온도(u) 분포

그림 3 온도그라디언트의 x방향성분(

)  그림 3 온도그라디언트의 y방향성분(


)

4. 결론

본 논문에서는 계면경계조건이 근사함수 안으로 매입되어 계면경계조건을 자동으로 만족시키는 이동최소

제곱 차분법을 제시했다. 미분불연속 묘사가 가능한 근사함수 덕분에 계면경계는 과 상 없이 자유롭게 

모델링된다. 이종재료의 열 달방정식은 규칙 으로 분포된 들 에서 직  차분식으로 만들어지기 때문

에 계산속도가 빠르다. 계면경계 모델링을 한 추가의 자유도가 필요치 않아 체 계방정식의 크기나 늘어

나지 않는 장 이 있어서 기존 이동최소제곱 차분법의 계산효율성을 효과 으로 개선한다. 이종재료의 열

달에 한 수치 제를 통해 수렴도를 조사하여 개발된 수치기법이 2차 정확도를 갖는 것을 보 다. 
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