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요 약

본 논문에서는 표면효과와 비선형 탄성효과를 고려한 FCC 나노박막의 순차적 멀티스케일 해석 모델을 

제시한다. 표면에서의 구성방정식은 표면응력과 표면탄성계수를 이용하여 선형으로 표시되며, 표면효과를 

나타내기 위한 표면물성들은 EAM 포텐셜을 이용한 원자적 계산 방법으로 계산된다. 두께가 얇은 나노박

막은 표면응력으로 인하여 면내 방향으로 수축 또는 인장의 변형이 발생하게 된다. 나노박막의 평형상태에

서의 변형율은 두께가 얇은 박막의 경우 재료가 선형 탄성 영역을 벗어나는 값을 가지는 경우가 많으므로 

나노박막의 해석시 벌크 영역의 비선형 탄성 효과를 고려해야 한다. 이러한 비선형 탄성 효과를 고려하기 

위해 본 연구에서는 FCC 구조를 가지는 금속의 비선형 탄성 모델을 제시하고, EAM 포텐셜로 계산된 응

력과 탄성 계수를 이용하여 매칭 기법을 통하여 비선형 탄성 모델의 계수들을 결정한다. 또한 

Cauchy-Born Rule 모델과 분자동역학 전산모사를 통하여 본 연구에서 제안된 비선형 탄성 모델에 대한 

검증을 수행한다.
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1. 서 론

격자구조를 가지는 고체 표면층의 원자는 표면 위로는 원자의 배열이 없으므로 인접하는 원자의 수가 벌

크영역의 원자보다 작은 값을 가진다. 이러한 이유로 표면에서의 원자는 벌크영역의 원자보다 높은 에너지 

상태를 가지게 되며, 표면에서 표면응력이 존재하게 된다. 수백 나노미터 스케일의 나노박막의 경우는 표면

에너지와 표면응력에 의한 표면효과가 비교적 적게 나타나지만, 수 나노미터 또는 수십 나노미터의 두께를 

가지는 나노박막의 경우는 표면대부피비 (Surface to volume ratio)가 커짐에 따라 표면효과에 대한 영향이 

커지게 되어 유한요소해석을 통한 기계적 거동 해석시 반드시 표면효과가 고려되어야 한다.

표면효과를 나타내기 위한 연속체 모델로 Gurtin과 Murdoch(1975; 1978)는 등방성 표면에 대한 표면 탄성 

모델 (surface elasticity model)을 제안하였다. 이 모델에서 표면의 구성방정식은 표면응력과 표면의 라미 상

수 (surface Lame constant)로 표현된다. 그러나 Gurtin과 Murdoch이 제안한 표면 탄성 모델은 {110}과 같

*  * 정회원∙서울대학교 기계항공공학부 박사과정 wbkim@snu.ac.kr

 *** 정회원∙서울대학교 기계항공공학부 교수 mhcho@snu.ac.kr

253



이 직교이방성 표면이나 일반적인 비등방성 표면에는 적용하기 어려운 단점이 있다. 따라서 본 연구에서는 

표면응력과 표면탄성계수로 표시되는 표면 선형 탄성모델 (surface linear elasticity model)을 구성방정식으로 

사용하였다. 

FCC 격자구조를 가지는 천이금속의 경우 선형 탄성모델에 사용되는 표면응력과 표면탄성계수는 

Dingreville과 Qu(2007)가 제안한 원자적 계산방법을 이용하여 계산이 가능하다. 본 연구에서는 Kim과 

Cho(2010)가 제안한 surface relaxation model과 EAM 포텐셜(Foiles 등, 1986)을 이용하여 표면물성을 계산

하였다. 이렇게 계산된 표면물성들로 이루어진 표면효과를 고려하여 유한요소 정식화를 수행하면 연속체 기

반의 순차적 멀티스케일 해석의 수행이 가능하고 크기에 따른 영률 (Young's modulus)의 변화도 예측이 가

능하다. 하지만 표면효과만을 고려하여 계산된 영률은 분자동역학으로 계산된 영률과 일치하지 않는데, 이것

은 표면응력으로 인하여 발생하는 면내 방향의 변형률에 대한 고려가 없었기 때문이다. 수 나노미터 두께를 

가지는 구리(copper) 나노박막의 경우 평형상태에서의 면내방향 변형률은 1∼2 %의 크기를 가지게 되는데, 

이 경우에는 벌크영역의 재료 물성이 선형 탄성 영역을 벗어나게 되므로 비선형 탄성효과를 고려해야 두께

변화에 따른 나노구조물의 물성의 변화를 예측할 수 있다.

본 연구에서는 이러한 비선형 탄성효과를 고려하기 위해 FCC 격자구조를 가지는 천이금속의 새로운 비선

형 탄성 모델을 제시하고, 비선형 탄성 모델에 필요한 탄성계수들을 Cauchy-Born Rule을 이용하여 원자적 

계산을 수행하여 얻어진 응력과 탄성계수와 최소자승법을 이용한 매칭 기법으로 계산한다. 

2. 표면효과를 고려한 유한요소 정식화

본 연구에서는 나노박막의 표면효과를 고려한 연속체 기반의 멀티스케일 해석 모델을 만들기 위해 

Mindlin 판이론을 사용하였다. Mindlin 판이론의 변위장에서 면내 방향의 변위 는   
  로 정

의되고, 면외방향의 변위 는   
  로 정의된다. 여기서 

와 
는 각각 중앙면에서의 면내방향과 

면외방향의 변위를 나타내고, 는 노드에서의 회전각 변위를 나타낸다. 그리스 문자로 표시된 첨자 는 면

내방향을 나타낸다.(  )

가상일의 원리로부터 나노박막의 가상일은     과 같이 내부 가상일 (internal virtual 

work)과 외부 가상일(external vertual work)의 합으로 표현된다. 외부 가상일은 다음과 나타낼 수 있다.

 



    (1)

여기서 와 는 면내방향과 면외방향으로 작용하는 단위면적당 힘을 나타낸다. 

내부 가상일은       와 같이 벌크에너지와 표면에너지로 구성된다. 여기서 

벌크에너지와 표면에너지는 다음과 같이 표현될 수 있다.

 


   (2)

 
 ±

± 

±  
± 

±   (3)

여기서 
± 와 

± 는 각각 윗면(  )과 아랫면(  )에서의 면내방향과 면외방향의 표면응력을 나타내고, 
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
 ±와 

 ±는 각각 면내방향과 면외방향의 윗면(  )과 아랫면(  )에서의 변형률을 나타낸다.

선형 탄성 가정에 의한 표면에서의 구성방정식은 다음과 같다.


±  

 
±  (4)

여기서 
 는 무한한 두께를 가지는 표면에서의 표면응력을 나타내고, 는 표면 탄성계수 (surface 

elastic tensor)를 나타낸다. 본 연구에서는 면외 방향의 표면응력 
± 을 ‘0’으로 가정하였다.

유한요소 정식화 과정을 통하여 구해진 최종 변분식은 다음과 같다.

  








     

 

  




 







  





 






   

 


 







  




 (5)

여기에서 는 절점 변위를 나타내고,  ,,는 각각 membrane, bending, shear에 대한 변위와 변형률

의 관계를 나타내는 행렬이고,   ,   ,   ,는 각각 membrane, bending, shear, membrane-bending 

coupling에 대한 벌크영역의 강성행렬을 나타내고, 표면응력 와 표면 탄성계수  는 다음과 같이 정

의된다.

 ⌊   ⌋   










  
  
  

 (6)

3. FCC 격자구조의 비선형 탄성 모델

등방성 (isotropic) 재료의 경우 Neo-Hookean model 또는 Mooney-Rivlin model 등이 비선형 탄성 

(hyperelastic) 모델로 많이 사용되지만, FCC 격자구조를 가지는 재료는 등방성이 아니므로 등방성 재료에 

사용되는 비선형 탄성 모델의 사용이 불가능 하다. 따라서 본 연구에서는 FCC 격자구조에 맞는 새로운 비선

형 탄성 모델을 제안하고 이를 분자동역학 또는 원자적 계산을 통하여 검증하고자 한다. 

본 연구에서 제안하는 비선형 탄성 모델은 식 (7)과 같이 ⋯의 개의 다항식 기저군 

(polynomial basis)으로 이루어진 다항식 형태의 내부에너지를 가지는 모델로, 각각의 polynomial basis 는 

strain invairant로 표현된다. 

  
 



  
 




 



  
 




 




 



 ⋯ (7)

여기에서 ,와 는 실험을 데이터를 통한 최소자승법에 의한 매칭기법으로 결정해야 하는 비선형 탄

성 모델의 매개변수들이다. 본 연구에서는 실험 대신에 원자적 계산으로 응력과 탄성계수를 계산하여, 이 데

이터를 이용하여 비선형 탄성계수들을 결정하였다. 

FCC 격자구조는 공간군 (space group)으로 분류상 의 point group에 해당되며, 결정학적 분류

(crystal class)로는 Cubic system의 hoxoctahedral class에 해당한다. 이 경우 9개의 strain invaiant가 존재

하며, 이를 다항식의 기저군 (Polynomial basis) 로 사용하여 식 (8)의 비선형 탄성 매개변수 (, ,)
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그림 1 Elastic moduli calculated from proposed hyperelastic model. (a) Young's moduli by 

uniaxial tension test. (b) Shear moduli by pure shear test.

들을 계산한다. 그림 1은 인장력과 전단력이 가해지는 경우의 탄성계수(Young's modulus)와 전단계수(shear 

modulus)의 변화를 나타내는 그림으로 본 연구에서 제안한 비선형 탄성 모델의 결과와 ref 값으로 제시된 

원자적 계산의 결과와 비교적 잘 일치함을 나타내고 있다.
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