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1. 서론 

환형문자열(circular string)은 문자열의 첫 글자와 마지막 글자가 연결되어 고리 모양을 이루는 문자

열로서 자연계에서 박테리아나 미토콘드리아의 DNA 등에서 흔히 발견된다. 다중서열배치 문제는 주어

진 문자열 집합에서 유사한 부분을 중심으로 모든 문자열을 배치하는 문제로 분자 생물학 및 생물 정보

학에서 여러 가지 연구에 응용되는 중요한 문제이다. 기존의 다중서열배치 연구는 주로 선형문자열

(linear string)을 대상으로 이루어져왔다. 반면, 환형문자열에 대한 다중서열배치 연구는 비교적 최근에

서야 이루어지기 시작하였다 [1, 2]. 이들 논문에서는 목적함수로 쌍합을 이용하고 범용 다중서열배치 

알고리즘인 clustalW [3]를 사용하였다.  

본 논문에서는 환형문자열에 대하여 해밍거리(Hamming distance) 기반의 쌍합(Sum-of-pairs) 목적

함수를 최소화하는 다중서열배치(multiple sequence alignment) 문제를 정의하고, 이를 해결하는 두 가

지 알고리즘을 제안한다. 첫 번째 알고리즘은 이산 합성곱(discrete convolution)을 이용한 알고리즘으로 

작은 크기의 환형문자열 집합에 대해서 효율적이다. 두 번째 알고리즘은 인접 배치간의 관계를 이용하

며, 첫 번째 알고리즘에 비해 공간적 측면에서 효율적이다. 

2. 본 론 

길이 n인 환형문자열 S는 문자 n개로 이루어진 서열로, 첫 번째 문자 S[0]가 마지막 문자 S[n-1] 다음

으로 연결된 고리 형태의 문자열이다. 길이 n인 환형문자열 S에서 r(=0,1,...n-1)번째 문자로부터 시작되는 

선형문자열을 r번째 개체라 정의하고 S(r)=S[r]S[r+1 mod n]...S[r+n-1 mod n]로 표기한다. 길이 n인 환형문

자열 K개로 (일반적으로 K≪ n) 이루어진 집합 S={S1, S2, ... , SK}가 주어질 때, S에 대한 배치는 각각의 문

자열에서 임의의 개체를 선택하여 만든 선형문자열의 집합으로 정의되고, 다음과 같이 K-튜플로 표현한

다. K개 인덱스 0  r1, r2, ..., rK < n에 대해, 개체 S1(r1), S2(r2), ... SK(rK)은 환형문자열 집합 S에 대한 배치 

= (r1, r2, ..., rK)를 나타낸다. 해밍거리는 두 문자열 사이에서 문자의 교체 연산만을 고려하기 때문에 

r1=0으로 가정할 수 있고, 따라서 집합 S에 대한 서로 다른 배치의 수는 최대 n
K1이다. 

임의의 배치가 갖는 적절성을 판단하기 위하여 본 논문에서는 해밍거리와 쌍합을 각각 거리함수와 목

적함수로 이용한다. 해밍거리는 한 문자열을 다른 문자열로 바꿀 때, 사용되는 교체(replace) 연산의 최

소 횟수로 정의된다. 쌍합(Sum-of-pairs)은 주어진 배치에서 모든 개체 쌍의 해밍거리의 합으로 정의된

다. 즉, 환형문자열 집합 S 및 배치 에 대한 쌍합을 SPS()라 할 때, SPS()=1i<jKd(Si(ri), Sj(rj))로 정의된

다. 쌍합을 최소화하는 환형문자열의 다중서열배치 문제를 다음과 같이 정의한다. 

정의 1. 쌍합을 최소화하는 환형문자열의 다중서열배치 문제  

길이 n인 환형문자열 K개로 이루어진 집합 S={S1, S2, ... , SK}가 주어질 때, 모든 가능한 배치 중 

쌍합 SPS()를 최소화하는 배치 =(r1, r2, ..., rK) 및 그 값 SPS()을 찾아라. 

본 논문에서는 환형문자열의 다중서열배치 문제를 풀기 위한 두 가지 알고리즘을 제안한다. 알고리즘

A는 먼저 합성곱(convolution) 연산을 이용하여 모든 환형문자열 쌍에 대하여, 각 쌍이 가질 수 있는 

모든 배치에 대한 해밍거리를 O(K
2
||nlog n) 시간을 사용하여 계산한다. 합성곱은 두 함수를 곱한 값을 
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적분하여 새로운 함수를 구하는 수학 연산자로 수학 및 공학의 여러 분야에서 널리 사용되고 있다. 알

고리즘A에서는 길이 n인 두 환형문자열 간의 모든 가능한 배치에 대한 해밍거리 계산을 이산 합성곱

(discrete convolution)으로 모델링하고 이를 고속 푸리에 변환(Fast Fourier Transform, FFT) 방법으로 

계산하여 연산 시간을 O(n
2
)에서 O(||nlogn)으로 단축한다. 이렇게 계산된 K

2
n개의 해밍거리 값으로부터 

모든 n
K1가지 배치에 대한 쌍합을 구하는데 O(K

2
n

K-1
) 시간이 필요하지만, 중복 계산되는 부분을 제거하

면 이를 O(Kmax(K,n)n
K2

)으로 개선할 수 있다. 일반적으로 K≪ n이므로 알고리즘A의 전체 시간 복잡도

는 O(K
2
||nlogn + Kn

K1
)이 된다. 집합 S의 크기 K가 3 이하로 작은 경우, 각각의 쌍이 가질 수 있는 모

든 배치 상의 해밍거리를 단순히 계산하는 O(K
2
n

2
) 시간의 알고리즘보다 이산 합성곱을 이용하는 

O(K
2
||nlogn) 시간의 알고리즘A가 더 효율적이다. 한편, 알고리즘A는 K

2
n개의 해밍거리 값을 모두 저장

하기 위한 K×K×n의 3차원 테이블을 사용하므로 공간 복잡도는 O(K
2
n)이다. 

알고리즘B는 임의의 배치 에 대해 환형문자열 개체가 정렬되는 각 위치 별로 문자의 개수를 세는 계

수 배열을 구하고, 와 인접한 배치 ′에 대한 쌍합을 배치 에 대한 쌍합 및 계수 배열을 이용하여 O(n) 

시간에 구하는 방법을 사용한다.  = (r1=0, r2, ..., rK)와 인접한 배치 ′은 임의의 인덱스 k (1<kK ) 및 상

수 c (0 < c n-1)를 선택하여 에서 rk를 (rk+c) mod n으로 바꾼 새로운 배치 ′ = (r1, ..., (rk+c) mod n, ...)로 

정의된다. 임의의 배치 =(r1, r2, ..., rK)가 주어질 때, 배치된 개체 S1(r1), S2(r2), ... SK(rK)를 나란히 놓고, 각

각의 위치 i (0  i  n1)에서 각 문자 를세어계수배열 C[i,]에 저장한다고 하자. 즉, C[i,]=|{k : 

Sk(rk)[i]=1  k  K}|로 정의한다. 해밍거리 연산은 각 위치 i에서 독립적으로 실행할 수 있기 때문에 쌍

합도 다음과 같이 각 위치 i에서 문자들의 분포만으로 계산된 부분합을 모든 위치 i에 대하여 더한 값으

로 계산할 수 있다. 

보조 정리 1. 

임의의 배치 에대하여모든 i (0  i  n1) 및 에대한계수배열 C[i,]가 주어질 때, 쌍합은 

SPS() = 0  i  n1{C[i,]×(n C[i,])}/2 이다. 

다음은 보조정리 1로부터 모든 위치에서 변화된 문자들 간의 계수 배열을 이용하여 부분합 변화량을 

구하고 이를 합하여 인접 배치에 대한 쌍합을 구한다. 

보조 정리 2. 

임의의 배치 에대하여모든 i (0  i  n1) 및 에대한계수배열 C[i,]가 주어질 때, 임의의 

인덱스 k (1<kK ) 및 상수 c (0 < c n-1)를 선택하여 에서 rk를 (rk+c) mod n으로 바꾼 인접 배치 

′가 주어질 때, 쌍합은 SPS(′) = SPS() + 0  i  n1(C[i,]  C[i,]) 이다. 이 때, 각 위치 

i에대해Sk(rk)[i] 및 2Sk((rk+c) mod n)[i]이다. 

알고리즘B는 먼저 초기 배치 =(0,0,...,0)에 대하여 계수 배열과 쌍합 SPS()를 계산하고, 초기배치 로부

터 인접 배치 ′를 재귀적으로 계산하여 전체 n
K1가지 배치를 모두 고려하면서 각각의 배치에 대해 보

조정리 2를 이용하여 SPS(′)를 계산한다. 이렇게 모든 배치에 대하여 쌍합을 구하는 알고리즘의 전체 시

간 복잡도는 O((||)n + n
K
) 이다. 알고리즘B에서는 최대 K단계의 재귀 호출 동안 각 단계의 계수 배열

을 저장해야 하므로 공간 복잡도는 O(K||n)이다. 

3. 결 론 

본 논문에서는 환형문자열에 대하여 해밍거리를 이용한 쌍합 목적함수를 최소화하는 다중서열배치 문

제를 정의하였다. 이를 위해 이산 합성곱을 이용한O(K
2
||nlogn + Kn

K1
) 시간 및 O(K

2
n) 공간 알고리즘과 

인접 배치 관계를 이용한 O((||)n + n
K
) 시간 및 O(K||n) 공간 알고리즘을 제안하였다. 
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