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요       약
 등각사상은 함수론의 기본 인 문제로 2차원 Laplace방정식이 나타나는 열 도, 정 (靜電) potential, 

유체의 문제에 이용되는 등 공학이나 물리학에서 그 응용분야가 넓다.   수치등각사상의 목 은 보다 

빠르고, 보다 정확하며, 보다 용범 가 넓은 계산법을 연구하는데 있다.  단 원 내부로부터 Jordan

역 내부로의 등각사상을 구하는 문제는 비선형 방정식인 Theodorsen 방정식을 푸는 것으로 귀결된

다. Theodorsen 방정식에 해서는 여러 가지 수치해법이 제안되어 있는데 본 논문에서는 그  SOR

법인 Niethammer와 Newton법인 Vertgeim의 방법을 다루어 비교, 분석하 다. 이 2가지 방법을 실제 

계산기상에 실 시켜 수치실험을 하여 그 유효성을 비교, 분석한 결과 난이도가 낮은 문제에서는 

Niethammer의 방법이 난이도가 높은 문제에서는 Vertgeim이 제안한 방법이 유효함을 알게 되었다.

1. 서론

 수치등각사상에는 표 역인 단 원으로부터 문제 역

인 Jordan 역에로의 사상과 역방향에로의 사상 즉,Jordan

역으로부터 단 원에로의 사상이 있다. 단 원으로부터 

Jordan 역에로의 사상을 구하기 해서는 비선형방정식

을 Jordan 역으로부터 단 원에로의 사상을 구하기 해

서는 선형방정식을 구해야 하는 것이 일반 이기 때문에 

각각 독립 으로 연구되어 지고 있다.

  본 논문에서는 단 원으로부터 Jordan 역에로의 사상

을 구하는 방법을 다룬다. 이 사상의 결정은 경계함수에 

한 비선형방정식인Theodorsen방정식을 푸는 것으로 귀

착된다. 여러 Theodorsen방정식의 해법 가운데 여기서는 

SOR법인 Niethammer의 방법과 Newton법인  Vertgeim

의 방법을 소개한다[1][2]. 2개의 방법을 계산기 상이 실

시켜 실험한 결과 난이도가 낮은 문제에서는  

Niethammer의 방법이 난이도가 높고 요구정도(要求精度)

가 높을 경우에는 Vertgeim의 방법이 유효하 다. 

Vertgeim의 방법은 Newton의 반복법을 Riemann-Hilbert

문제로 해석하고 FFT(Fast Fourier Transform)를 이용하

여 계산량과 기억용량을 폭 약한 효율 인 방법이다. 

2. Theodorsen 방정식

  단 원에서 Jordan 역 내부로의 수치등각사상을 구하

는 문제는 다음에 설명하는 비선형 분방정식인 

Theodorsen 방정식의 해를 구하는 것으로 

귀착된다. 이하,  D를 단 원 내부, Δ를 Jordan 역의 내

부라 하고 g를 D로부터 Δ에로의  등각사상으로 정규화 

조건

      g(0) = 0, g'(0) > 0                          (1)

을 만족한다고 하자. Jordan 폐곡선을 Γ라 하고 라메터 

표 을 η 라 하면

Γ :={η( t) :t∈T }, T :={ t |0≤t< 2π }

 로 정의 할 수 있다. 이 게 하면, 원주 상에서의 g는 

어떤 주기 2π  연속함수 τ( t)를 이용하여              

g(e it)=η(τ(t)+t)   로 쓸 수 있다.   

A( D)와A( D)| T  를 다음과 같이 정의한다. 

 A( D): D  에서 해석 (Analytic)이고 D  에서 연속     

           인 복소함수의 공간.

A( D)| T  : A( D)의 요소 h의 경계함수             

f( t)= h(e
it
)  의 집합.

(정리1)  g :D상에서 등각사상 ⇔ g∈A( D)  

 정리1로 부터 g∈A( D)이므로 원주상에서 계산되면 

내부에서도 계산 할 수 있어서 등각함수 g를 구하는 

문제는 η(τ(t)+t) ∈A( D)| T를  결정하는 함수 τ( t)를 

를 구하는 문제로 귀결된다.
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(정의1) 함수 f  가

     f ∼ ∑
k∈z

f̂ k e
ikt

f̂ k  : f의 k번째 Fourier계수

      로 개 되었을 때 

      Kf ∼ - i ∑
k∈z
sign(k) f̂ k e

ikt

 로 정의되는 K를 공역작용소(共役作用素:Conjugate 

operator)라고 한다.

 정의1에서 정의된 공역작용소K를 이용한 다음과 같은 

정리가 있다[3].

(정리2)  

f( t)∈A( D)| T ⇔ Im f( t)- Im f̂ 0=K Re f( t)

Imf( t):f(t)허수부Ref(t):f( t)실수부

 다음은 (1)식의 정규화 조건을 만족하기 해 보조함수 

h를 도입하여

     g(z) = z e
h( z)                              (2)

로 한다.  그러면 g(0)=0  이고, g '(0)> 0은 

g '(0)=e h( 0) > 0  이므로 Im h(0)=0  의 조건을 

만족하면 된다. (2)식을 h에 해 정리하고 경계함수 G  

를 도입하면 다음과 같이 정의할 수 있다.

  G
τ( t):= h(e

it
)=log (g(e

it
)/e

it
)

= log (η(τ( t)+ t )/e it )
  (3)        

여기서 Im h(0)=0  이므로 Im Ĝ 0=0  이다.

   ∴ Im Gτ( t)-K Re Gτ( t)=0                 (4)

인 Theodorsen방정식이 유도된다.

 여기서는 문제 역이 η(t)=ρ( t)e it
t로 극좌표 표 되

는 역만을 취 하기로 하고 (3)식을 극좌표로 표 하여 

정리하면

   G τ( t)=logρ(τ( t)+ t)+ iτ( t)                 (5)

   Re Gτ( t)=logρ(τ( t)+ t), Im Gτ( t)= τ( t)
이 되므로 Theodorsen방정식 (4)를

  Ψτ( t):=τ( t)-K logρ(τ( t)+ t)=0            (6)

과 같이 정의 할 수 있다.  

3. 수치해법

 수치계산을 하기 한 이산화에서는 짝수 표본  

N=2n을 사용하여

      t j=2 πj/N, t= ( t 0,t 1,⋯, t N-1)
T

로 하며 t의 함수인 f  를 t j상에서 이산화한 것을  

        f j:= f(t j) , f= ( f 0,f 1,⋯,f N-1)
T

로 하고 , 스칼라 함수 σ를 s∈R N  에 하여

       σ( s ) := (σ( s 0),σ(s 1),⋯,σ(s N-1))
T  

로 정의 하도록 한다.  정의1에서 정의한 공역작용소(共役

作用素)K는 다음과 같이 이산화 한다.[]

x →
FN

(a 0 ,a 1,⋯,a n-1,a n ; b 1,b 2,⋯,b n-1)
T

↓ K̂ N

y ←
F - 1
N

(0,-b 1 ,⋯,-b n-1,0 ; a 1,a 2,⋯,a n-1)
T

F N
 :이산형 Fourier변환 F - 1

N
 : 이산형 Fourier 역변환 

K̂ N  : 공역작용소에 의한 Fourier계수 변환

 즉, 이산화된 공역작용소는

     K N :=F - 1
N K̂ NF N

                 (7)

 이 된다. (7)은 Wittich행렬이라 불리우며 각 요소는 

(K 2n ) l j :={
0 : j- l 가 짝수
1
n

cot
( l- j)π

2n
: j- l 가 홀수   (8)

  이다.  문제 역이 η( t)= ρ( t) e it로 극좌표 표 되

는 역만을 취 하기로 하면   Theodorsen방정식은 이

산 역에서 

  Ψ(τ)= τ - K N logρ( τ+ t )= 0             (9)

이 된다[4].  

3.1 Niethammer의 방법(SOR법)

x '  를 홀수번째 표본  x ''를 짝수 번째 표본 으로 

한다. 즉, x
'
:=(x 1,x 3,⋯,x 2n-1)

T     

x '' ;= (x 0,x 2,⋯,x 2n-2)
T  로 한다. 

P 2n x=
x ''

x '( )로 정의 하여 (8)에 용하면

P 2nK 2nP
- 1
2n = ( )0 -L

T
n

L n 0
  

(L n ) kj=
1
N

cot
(2k-2j+1)π

2n
 

(k, j=0,1,⋯,n-1)

이 된다.  그러므로 (9)식에서의 해인 τ는 

τ ''=-L Tn logρ( τ
'+ t ' )  (10) 

τ '=L n logρ( τ
''+ t '' )      

로 분리하여 계산할  수 있다.(10)식에 SOR법을 용하면 

τ ''
k+1:=-ωL T

logρ(τ 'k+ t
'
)+(1-ω)τ ''k  (11) 

τ '
k+1:=ωL logρ(τ

''
k+1 + t

'')+(1-ω)τ 'k     

(ω:이완계수, 0<ω≤1, k=0,1,2,⋯)

 , L T계산은 FFT를 이용하여 효율 으로 계산 할 수 

있다.
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3.2  Vertgeim 의 방법(Newton법)    

(9)식에 Newton반복법을 용하면 다음과 같다. 

      
Ψ( τ k )+Ψ τ

k
δ
k=0

τ
k+1= τ

k+ δ
k

          (12)   

Ψ τ
k
: τ k  에서 Ψ의 미분 k=0,1,2,⋯      

 여기서는 반복법(12)에 Jacobi행렬을 사용하지 않고 

Riemann-Hilbert문제로 유도하여 기억용량을 감소시켰다. 

일반 으로 Jacobi행렬은 표본수 N에 하여 O(N 2)의 

기억용량이 필요하나 Riemann-Hilbert 문제로 해석하여 

풀면 O(N)  의 기억용량으로 약된다. 더구나 FFT(Fast 

Fourier Transform)를 이용하여 O(N
3
)의 계산량을 

O(NlogN)으로 약할 수 있어 이 방법은 상당히 경제

이라 할 수 있다. Ψ의 τ  에서의 미분을 계산하면 (12)

식은 

Ψ τδ(t)=δ(t)Im ξ( t)-K [δRe ξ]( t)

 ξ( t):= ρ '(τ(t)+t)/ρ(τ( t)+ t)+ i

이 되므로 다음과 같이 입하여 정리할 수 있다.

   

Ψτ( t)+Ψ τδ(t)=δ(t)Imξ( t)-K (δ( t)Reξ( t))+Ψτ( t)=0   

  Ψτ( t)+δ( t)Im ξ( t)=K (δ( t)Reξ( t))  

의 식을 정리하면 원주상에서 함수 f  를  

   f(e
it ):=ξ(t)δ(t)+ iΨτ( t) ,

f(e it)∈A( D)| T ,Imf(0)=0
               (13)

로 정의할 수 있다.    (13)식을 변형하면

   Re( iξ( t)f(e it ))=-Ψτ( t)Reξ( t)            (14)

로 되어 f(e
it
)∈A( D)| T를 구하는 Riemann-Hilbert문

제로 해석할 수 있다.  Riemann-Hilbert의 문제의 해인 

f(e it )∈A( D)| T는 다음과 같이 구할 수 있음이 알려

져 있다[5].

      

f(e
it
)=(iq+σ(t)+ iK σ( t))exp(-K φ( t)+ iφ( t))

    

φ ( t ) = arg ξ ( t ) - π/2
σ ( t ) = Ψτ ( t ) s in φ ( t ) exp (K φ ( t ) )
q = - σ̂

0 tan σ̂
0

σ̂
0 : σ의 0번째 Fourier계수
φ̂

0 : φ의 0번째 Fourier계수
 이 게 해서 구한 f를 (13)식에 입하여

        δ( t)=
f(e

it
)-iΨτ( t)
ξ( t)

로 수정량 δ를 계산한다.   

4. 수치실험

 수치실험 로서는 단 원에서 문제 역이 편심원에로의 

등각사상을 구하는 문제를 다룬다. 이 는 참값이 알려져 

있어 오차평가가 용이하기 때문이다.

주어진 조건과 구하고자 하는 해는 다음과 같다.

경계가 η(s)=ρ(s) e is로 극좌표 표 되었을 때

주어진 조건 :

ρ( s)=
rcos s+ 1-r 2sin 2s

r+1
, 0≤r < 1

 구하고자 하는 해: τ( t)=arctan
r sin t

1-rcos t

과 같다.  여기서 라메터 r은 1에 가까울수록 역의 변

형이 심해지고 난이도가 높아진다.  

 기치를 τ
0=(0,0,⋯,0) T로 하고 요구정도는

∥ τ
k- τ

k+ 1∥ 2 < 10 - 5  로 한다. 수치실험 결과

를 나타내는 표에서 기호의 의미는 다음과 같다.

  : 형상 라메타  : 표본수  ω : 이완계수

4.1  Nithammer의 방법

 표1,2,3은 이완계수ω를  0.4∼1.0  에서 0.2간격으로 변

화시켜 요구정도를 만족할 때까지의 반복횟수를 비교해 

본 결과이다. ω 를 고정 시켰을 때의 반복횟수는 표본수 

N에는 별로 의존하지 않고 형상 라메타 r에 의하여 달라

짐을 알 수 있다. 한 반복횟수가 가장 작은 최  이완계

수는 r = 0.1 일 때 ω = 1.0 이며 r =0.5일 때 ω = 0.8 

이고 r = 0.9 일 때는 ω = 0.6으로 r이 1에 가까울수록 즉 

문제가 어려울수록 이완계수 ω 가 작아지는 경향을 보

다.

         <표 1> r = 0.1 일 때의 반복횟수        

N
r  = 0.1

ω = 0.4 ω = 0.6 ω = 0.8  ω = 1.0

 16 19 11 7 4

 32 19 11 7 4

 64 19 11 7 4

128 19 11 7 4

       <표 2> r = 0.5 일 때의 반복횟수

N
r  =  0.5

ω = 0.4 ω = 0.6 ω = 0.8 ω = 1.0

 16 21 14 8  9

 32 21 14 8 10

 64 21 14 8 10

128 21 14 8 10
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        <표 3> r = 0.9 일 때의 반복횟수

N
r  =  0.9

ω = 0.4 ω = 0.6 ω = 0.8 ω = 1.0

 16 24 14 *** ***

 32 25 15 *** ***

 64 25 15 *** ***

128 25 15 *** ***

256 24 14 *** ***

     *** : 수렴하지 않음

4. 2 Vertgeim의 방법

 Newton 법인 Vertgeim방법으로 실험한 결과를 요구정도

를 만족할 때까지의 반복횟수로 최 이완계수를 사용한 

Niethamme방법의 결과와 함께 표4에 나타내었다.        

 Newton반복법은 이론 으로 2차 수렴함이 알려져 있는

데 이론 로 r=0.1과 r=0.5일 경우는 3회,4회로 수렴속도가 

매우 빠르고, 문제가 어려운  r = 0.9일 경우는 수렴하는 

속도가  느려지나 표본수 N를 늘리면 2차 수렴하여 수렴

속도가  빨라진다.  은 수의 표본수에서 2차 수렴하지 

않은 원인은 이산오차 때문이라 추측된다. SOR법인 

Niethammer의 결과와 비교해 보았을 때 Newton법인 

Vertgeim의 수렴속도가 빠름을 알 수 있고 특히, 어려운 

문제에서 Vertgeim의 방법이 더욱 유효함을 알 수 있다.  

 그러나 표5에서 비교했듯이 Niethammer가 Vertgeim보다 

계산량이 으므로 난이도가 높지 않은 문제에서는 

Niethammer가 유효함을 알 수 있다. 

 

     <표4>Vertgeim과 Niethammer에 의한 반복횟수  

N
r = 0.1 r = 0.5 r = 0.9

Ver Nie Ver Nie Ver Nie

 32 3 4 4 8 45 15 

 64 3 4 4 8 38 15

128 3 4 4 8 16 15 

256 3 4 4 8  6 14

512 3 4 4 8  6 15

        <표5>  수치해법의 비교 (FFT이용)

제안자
1회 반복의 

계산량
수렴 반복법

Niethammer N logN 1차 SOR법

Vertgeim 3 N logN 2차 Newton법

5 . 결론  향후과제

  본 논문에서는 단 원에서 Jordan 역에로의 수치등각

사상을 구하는 여러 해법  Niethammer에 의한 SOR법

과 Vertgeim에의한 Newton법을 분석 실험하여 그 유효성

을 비교하 다. 요구정도가 높고 난이도가 높은 문제에서

는 수렴속도가 빠른 Vertgeim의 방법이 유효하며 난이도

가 높지 않은 문제에서는 계산량이 은 Nethammer의 방

법이 유효함을 알 수 있었다. SOR법에서는 이완계수에 

의하여 반복횟수가 변화하므로 최 이완계수를 정하는 문

제가 요하다. 실험결과, 문제가 어려울수록 이완계수가 

작아지는 경향을 보이는데 향후 이론  연구가 요구된다. 

한 등각사상의 실용화를 해서는 문제 역에서 표

역으로 표 역에서 문제 역에로의 양방향의 등각사상

이 필요하므로 단 원에서 Jordan 역에로의 등각사상 뿐 

만 아니라 Jordan 역에서 단 원에로의 등각사상에 한 

연구도 필요하다.
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