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요       약
 Self-calibration에서 3차원 좌표의 복원은 호모그래피 행렬 를 계산하면 얻을 수 있다. 이 호모그래

피 행렬을 얻는 방법은 dual absolute quadric, Kruppa Equation(dual conic), plane at infinity 

(modulus constraint)를 사용하는 방법과 같이 세 가지 방법이 일반 으로 사용된다. 제안하는 방식은 

dual absolute quadric을 사용한다. 카메라 내부 속성이 모든 뷰에서 동일하고 비틀림이나 상의 원

이 심이라는 가정을 두고 호모그래피 행렬 를 계산한다. 실험을 통해서 주어진 가정으로 정 한 

복원이 가능함을 보 다.1)

1. 서론

   기존의 3차원 환경 구성은 해당 지형이나 건물에 한 

지형 맵이나 모델링을 기본 으로 필요로 한다. 3차원 가

시화를 해서 많은 시간과 비용을 데이터 구축에 투자하

여야 했다. 실 세계를 가상 실로 표 하기 해서도 이

런 작업은 필수 인 부분이다.

   최근에는 실 세계에서 얻은 상 정보를 바탕으로 3

차원 데이터를 획득하는 연구가 진행되고 있다. 차 데이

터 구축에 한 노력 없는 실세계의 3차원 가시화가 

실화되고 있다. 본 논문에서는 카메라 내부 속성을 제약하

여 상좌표로부터 3차원 좌표를 획득하는 이론과 계산에 

있어서의 정확성에 해서 서술한다.

   

2. 기존의 연구

2.1. 3차원 복원을 한 처리 과정

   3차원 복원을 한 단계는 다음과 같이 몇 가지의 순

차 인 단계로 이루어진다. 

   1) 몇 장의 상 데이터로부터 특징  추출  특징  

매칭을 통하여 상 일치  좌표들을 얻기

   2) 매칭된 2차원 데이터로부터 사 복원(projective re-

construction)의 투사행렬(projection matrix)  매칭된 

의 3차원 좌표 구하기

   3) 사 복원의 투사행렬로부터 메트릭복원(metric re-

construction)의 투사행렬을 얻고 매칭된 의 3차원 좌표

※ 이 논문은 2010년도 정부(교육과학기술부)의 재원으로 한국연구재단의 지
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를 얻는 self-calibration 수행하기

   메트릭복원으로 얻어진 3차원 좌표는 3차원 환경에서 

가시화할 수 있다.

   

2.2. Self-calibration

   3차원 복원 과정에서 세 번째 단계인 메트릭 공간

(metric space)의 3차원 좌표를 얻는 과정을 self-calibra-

tion이라고 한다[1]. 이 단계에서는 사 복원 결과인 

 이 입력 값이다. 
는 얻어진 사 복원의 투사행

렬이고 는 복원된 의 3차원 좌표이다. 는 임 번

호이고, 는 의 번호이다. 

   모든 
에 해서 메트릭복원의 투사행렬로 변환할 

수 있는 행렬인 호모그래피(homography) 가 존재한다

[1][9].  
는 얻으려고 하는 메트릭복원에서의 

투사행렬과 의 3차원 좌표이다. 이를 얻기 해서 먼  

호모그래피 행렬 를 얻어야 한다. 메트릭복원에서의 투

사행렬을 식 (1)로 표 할 수 있다.  


 

                (1)

   ∞(plane at infinity)는 ∞  
이고 호모그래피 

행렬 는 식 (2)로 정의할 수 있다.

   
 

                (2)

그러므로 와 ∞을 알면 식 (2)로부터 호모그래피 행렬 

를 구할 수 있다.
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2.3. 호모그래피 행렬   계산하기

   사 복원의 투사행렬을 메트릭복원의 투사행렬로 변환

하기 해서는 호모그래피 행렬 의 계산은 필수 이다. 

이를 해서는 ∞(plane at infinity)와 (intrinsic pa-

rameter)가 필요하다. 이를 해서는 일반 으로 세 가지 

방식 의 하나가 사용된다. 

   1) Dual absolute quadric의 계산

   2) Kruppa equation을 이용한 연산(dual conic)

   3) Plane at infinity의 계산

   의 세 가지 값 의 한 값을 계산하면 호모그래피 

행렬 을 얻기 한 ∞와 을 얻을 수 있다.

 

(1) Kruppa equation을 이용한 계산(dual conic)

   Fundamental matrix는 SVD(singular value decom-

position)을 이용해서 식 (3)과 같이 분해될 수 있다.

 
         (3)

가 의 번째 열벡터이고 가 의 번째 열벡터라고 

하면 식 (4)를 만족한다[2][3][4].







′







′







′

      (4)

를 모든 카메라에서 동일하다고 하면 두 개의 수식을 

얻을 수 있고 미지수는 5개를 가진다. Fundamental ma-

trix를 3개 얻을 수 있다면 2차 방정식을 풀어서 해를 얻

을 수 있다. 
  을 만족하는 의 pseudo-inverse인 


(

 



)를 정의하면 식 (5)를 얻는다. 

∞
 



∞
 




               (5)

식 (5)를 통해서 ∞
 을 구할 수 있고    

연산으로 ∞를 구할 수 있다. 한 는 Cholesky facto-

rization을 사용하여 구한다. 

   2차 방정식을 푸는 과정은 복잡한 과정을 거친다. 상

의 심이 원 이고 비틀림도 없으며 가로세로 비율도 같

다고 가정하면   라고 가정할 수 있다. 이

는  미지수 1개의 연산으로 처리할 수 있다. 

(2) Plane at infinity를 이용한 계산(modulus constraint)

    로 나타내고 ∞  
로 나타내고 모든 

에 해서 라고 할 때 식 (6)으로 나타낼 수 있다.

               (6)

은 고유값(eigen value)으로 을 갖는다. 

그러므로 는 고유값으로 을 갖는다. 

에 한 고유값의 정의는   이 되는 의 

값이다. 

   

 
 

 

   (7)

식 (7)의   로 를 갖는다는 의미이므

로 식 (8)을 얻을 수 있다. 

     

      


   


  (8)

식 (8)로부터 식 (9)를 만족함을 알 수 있다[5][6][7].


  

                  (9)

 는 미지수 를 가지고    는 

   에 한 연립 4차 다항식이다. 미지수가 3개

이므로 결과를 얻기 해서는 최소한 3개의 뷰를 얻어야 

한다. 연립 다항식은 Levenberg-Marquardt algorithm을 

사용하면 계산할 수 있다[8][3]. 

   ∞를 이용해서 를 계산한다. ∞를 알면 식 (10)에 

입하여 ∞을 얻을 수 있다.

∞
              (10)

와 ∞
 는 식 (11)을 만족한다[5].

 ∞
 ∞

                 (11)

를 ∞의    …행  …열의 값이라고 하

고 
 을 의    …행   …열의 값이라고 

할 때 식 (11)을 이용해서 식 (12)를 얻을 수 있다.











   











           

 

(12)

은 3x3의 칭 행렬(symmetric matrix)이므로 6개의 미

지수를 갖는다. 9개의 수식이 주어지므로  의 형태로 

바꾸어  벡터(null vector)를 계산해서 를 얻을 수 있

다. 는 Cholesky factorization을 사용하여 구한다. 

3. Self-Calibration

3.1. 제안하는 방식

   모든 가 로 동일하다고 했을 때 식 (13)을 만족한

다(부록 참조). 여기서 ∞
 는 식 (14)과 같다.

 ∞
 

                  (13)

∞
    

 

   
 

        (14)

∞
 을 얻으면 과 ∞  

을 얻을 수 있다. 










  
  
  

               (15)

는 식 (15)로 표 할 수 있고 ∞
 이므로 식 (16)

을 만족한다. 

 










  

   
  

 
 

  

       (16)
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이는 상의 심이 원 (    )이라면 
  

  

임을 의미한다. 한 비틀림(도 없다면 
  을 만족

한다. 그리고 가로세로의 비율()이 알고 있는 값

이라면 
  

 
 

  을 만족한다. 해당 조건

이 만족된다면 식 (13)으로부터 모든 임 번호 에 

해서 식 (17)을 만족한다[10].


 ∞
 

  


 ∞
 

  


 ∞
 

  


 ∞
 

 
 ∞
 

  

 (17)

의 번째 행을 라고 정의한다면 식 (18)을 만족한

다.


 ∞
 

   
 ∞

  
            (18)

이 의 행 열의 값이라고 하고 이 ∞
 의 행 

열의 값이라고 하면  ∞
  

   은 식 (19)를 의

미한다.











              (19)

한 동일하게 식 (20)을 만족하고 식 (21)을 의미한다.

  
 ∞
 

 
 ∞
 

  

 
 ∞

  
   

 ∞
  

   

      (20) 











           (21)

   ∞
 는 칭 행렬(symmetric matrix)이고 이는 미지수

인 ∞
 의 값이 16개가 아닌 10개임을 의미한다. 각 요

소는 4개이고 나머지 12개는 복되므로 6개이다. 한 개의 

투  행렬을 갖는 각 상마다 4개의 식을 얻을 수 있으

므로 3개 이상의 상을 갖는다면 미지수 10개보다 더 많

은 식을 가진다.  의 형태로 바꾸어서  벡터(null 

vector)를 구하면 ∞
 를 얻을 수 있다. ∞

 는 호모그래피 

행렬이다. 그 기 때문에 구해지는 ∞
 는 희망하는 값과

는 다른 scale값을 갖는다. ∞
  을 이용해서 scale을 

바꾼다. 한  ∞
  이기 때문에 rank constraint 

enforcement를 용한다. 즉 SVD를 사용하여 

∞
   이 되도록 하여 더 정확한 ∞

 을 얻는다.

   식 (14)에서와 같이 ∞
 의 좌측 상단 3x3 행렬이 이

다.    연산으로 ∞를 구할 수 있다. 

는 Cholesky factorization을 사용하여 구한다. 

3.2. 입력 데이터의 제약 조건

   Self-calibration은 일반 인 사 복원에 해서는 구할 

수 없다. 연산을 해서 제약 조건이 존재한다. 과 

간에는 식 (22)를 만족한다. 

 
                 

 
  (22)

식 (22)를 정리하면 식 (23)을 얻을 수 있다.

            

 

   
    

     (23)

따라서 식 (23)으로부터 식 (24)와 식 (25)를 얻는다.

                        (24)

           (25)

식 (24)와 식 (25)에서  와 는 주어진 알려진 값이고 

, ,   , 는 주어지지 않은 미지의 값이다. 

3.3. 호모그래피 행렬 를 구하기 한 연산 순서

   호모그래피 행렬 를 구하기 한 차는 3가지 방식

이 모두 다르다. <표 1>은 각 방식에서 를 얻는 순차

인 과정을 가시 으로 표 한 것이다.

<표 1> 각각의 방식에 따른 연산 과정 

제안하는 
방식

∞


 ∞

kruppa 
equation

 ∞
 ∞  

plane at 
infinity

∞ ∞




4. 실험

   실험에서 사용된 입력 데이터는 사 복원을 만족하는 

여러 개의 이고 결과 값은 여러 개의 이다. 미지수 

, ,   , 를 임의로 입력하여 입력 데이터 
     

를 생성하 다. 단 의 비틀림과 상의 심은 0으로 정

하 다.

* Input():


=




   
   
   




,=





   
   
   




,


=




   
   
   






* Output():


 =




   
   
   




, =





   
   
   




,


 =




   
   
   






* Homography(): 

=






   
   
   
   






* ErrorRate: 

<그림 1> 사 복원 투사행렬의 메트릭복원 투사행렬로 
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변환된 값  메트릭복원 행렬의 합성(오차)

 입력되는 
로부터 dual quadric을 통해서 

 을 구하

다. 


                       (26)

식 (26)에서  가 회  행렬의 성질을 합하게 만족하는 

정도를 오차(error rate)로 계산하 다. 입력된 사 복원 

투사행렬들과 출력된 메트릭복원 투사행렬들이 <그림 1>

에 있다.

   해당 조건을 만족하는 여러 사 복원에 해서 반복수

행하여도 얻어진 출력에 한 오차는 0.0으로 오차가 발생

하지 않음을 보 다.

5. 결론

   카메라 내부 속성을 제약하여 합한 메트릭복원을 계

산할 수 있는 self-calibration 기법을 구 할 수 있었다. 

그러나 self-calibration이 정상 으로 동작하는지를 확인

하기 해서는 입력된 사 복원 투사행렬들이 합한 형

태로 입력되어야 한다. 이번 실험에서는 임의의 , ,   , 

를 입력하여      를 얻었다. 향후 과제로 입력된

     만을 가지고 self-calibration을 연산할 수 있는 

데이터 형태인지의 합성 여부를 단할 수 있어야 함이 

필요하다. 

부록

   Corollary: 와 ∞
  간에는  ∞

 
  뿐만 아니

라  ∞
 

도 만족한다.

   Proof: 
 과 

  간에는 


      

        

 
          

     (A.1)

을 만족한다. 이 식의 일부로부터 

  

  
               (A.2)

을 얻을 수 있고 치행렬(transpose matrix)과의 곱으로

부터 

      

   



           (A.3)

            (A.4)

을 얻는다. 

∞
    

 

∞
 

       
 

   


   

  (A.5)

식 (A.4)와 식 (A.5)로부터 

∞
 

               (A.6)

을 얻을 수 있고 모든 가 로 동일하다고 가정하고 

 이므로 

 ∞
 

              (A.7)

을 만족한다. Q.E.D.
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