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요       약 

주어진 경계선에 대해 비누막이 생성하는 표면 모델링 및 시간에 따른 변형 시뮬레이션은 컴퓨
터 그래픽스 응용 프로그램의 한 분야이다. 이 문제에 대한 이전의 연구들은 주로 기하적인 방법들
을 이용하였기 때문에 물리적으로 정확한 변형을 다루지 못하였다. 본 연구에서는 정확한 기하를 
바탕으로 물리기반 변형을 다루기 위해 이산미분기하학으로부터 비누막의 동적인 모델을 제안한다. 
우선, 비누 성분의 물리적인 특성들을 고려한 에너지 모델을 정의하고, 이를 이산 영역에서 나타내
기 위해 이산미분기하 및 이산화 기법들을 이용한다. 제안하는 모델은 평형 상태에서의 비누막 형
상뿐만 아니라 외력에 대한 표면의 변형까지 정확하게 나타내며, 실시간 시뮬레이션이 가능하여 게
임, 애니메이션 목적으로 활용될 수 있다. 

 
 

1. 서론 

컴퓨터 그래픽스 분야의 다양한 이슈 중에서 자연
현상들에 대한 물리기반 모델링은 현재 활발한 연구
가 진행되는 분야이다. 물리법칙을 따르는 자연 현상
들을 이산자료를 다루는 컴퓨터 공간에서 나타내는 
것은 쉽지 않다. 실제 현상들과 가장 가까운 모델을 
제안하기 위해서 연속적인 영역에서 정의되는 값들을 
이산 요소들로 표현하는 다양한 이산화(discretization) 
방법들이 제안 되었다. 대표적인 예로 유한요소법, 유
한차분법, 질점-스프링 시스템 등이 있다. 또한 최근
에 이산미분기하학(discrete differential geometry)은 기하
적으로 더 정확한 근사를 위해 컴퓨터 그래픽스 분야
에서 유체 시뮬레이션[4] 및 변형체의 시뮬레이션
[3,10] 등에 널리 적용되고 있다.  
이 논문에서는 다양한 흥미로운 자연 현상들 중에

서 외관적으로는 심미적인 형상을 가지면서도, 복잡
한 내부 구조와 원리를 가지고 있는 비누막의 변형을 
다룬다. 주어진 다양한 경계선에 대해서 생성되는 비
누막을 모델링 하는 문제는 최소의 면적을 가지는 표
면을 모델링 하는 것과 같은 문제이다. ‘Minimal 
surface’ 모델링 (또는 Plateau 문제) 이라고 불리는 이 
문제는 오랫동안 많은 연구가 진행되었는데, 비누막
의 형상을 모델링 하는 문제에 적용할 수 있다. 하지
만 표면 재질의 물리적 특성들을 고려하지 않았기 때
문에, 외력으로 발생하는 동적인 형상 변형을 표현할 
수 없다. 따라서 우리는 주위 환경의 영향을 받아서 
변형되는 비누막을 나타내기 위해, 비누막의 에너지 
기반 동적 모델을 제안한다. 우선, 질점-스프링 시스

템을 사용하여 비누막 표면을 삼각 메쉬로 나타내고, 
물리기반 시뮬레이션을 위해서 표면 에너지를 정의한
다. 그 후, 이산미분기하 연산자를 사용하여 에너지를 
이산화하여 비누막의 움직임을 시뮬레이션 한다. 제
안하는 방법의 장점은 다음과 같다. 

 
 제안하는 모델은 정적인 비누막뿐만 아니라 동
적인 변형까지 나타낼 수 있다. 물리기반 에너
지를 이산화 하여, 실제 비누막의 성질을 잘 나
타낸다. 
 

 구현이 쉽고 애니메이션 목적으로 실시간 시뮬
레이션이 가능하다. 

 
논문의 구성은 다음과 같다. 2 장에서는 관련된 이

전 연구들에 대해 간단하게 살펴보고, 3 장에서는 이
산미분기하에 대한 이론적 배경들에 대해서 설명한다. 
4 장에서는 제안하는 모델을, 5 장에서는 결과를 보이
고 6장에서 결론을 기술한다.  

 
2. 관련연구 

컴퓨터 그래픽스에서 변형체의 동적 시뮬레이션을 
위해 이산미분기하를 이용한 접근법과 다양한 에너지 
함수들이 제안되었다. 옷감, 모자, 종이 등과 같은 얇
은 판 구조의 물체를 나타내기 위해서 ‘thin shell’ 모
델이 제안되었다 [1,2,5]. 이 모델은 이산미분기하를 
이용하여 두 가지 에너지 함수인 스트레칭(늘어남)을 
나타내는 membrane 에너지와 벤딩(굽힘)을 나타내는
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flexural 에너지를 정의하여 변형을 표현함으로써 복잡
한 역학을 사용하지 않고 변형을 나타내었다. 본 연
구에서 다루는 비누막은 ‘thin shell’ 모델과 기하적, 위
상적으로 유사한 형태를 띠지만, 표면 재질의 성질은 
전혀 다르기 때문에 다른 원리에 의해 변형이 이루어 
진다. 복잡한 성질을 가지고 있는 비누막 표면을 간
단하게 나타내기 위해 수학과 기하학을 결합한 노력
들이 진행되었다.  

 
비누막과 같은 심미적인 표면에 대한 연구는 오래 

전부터 건축학 및 수학자들의 주된 관심사였다. 수학
적으로 비누막 모델링은 ‘minimal surface’를 모델링 하
는 것과 같은 문제이다. 많은 연구자들은 이 문제를 
기하처리 및 에너지 함수를 사용하여 해결하였다. [6]
에서 Desbrun 은 평균곡률 흐름(mean curvature flow)을 
이용하여 불규칙적인 표면을 개선(fairing) 하였으며, 
[1,7,8,9]에서 일그러진 표면을 부드럽게 만들기 위해 
여러 가지 기하 에너지들을 최소화 하는 방법들이 제
안되었다. 표 1 은 기하 모델링과 물리 시뮬레이션에 
응용되는 여러 가지 에너지 함수들을 보여주고 있다. 
그러나 대부분의 기존 연구들은 물리 기반의 변형 보
다는 정적인 모델링에 초점을 맞추고 있다. 따라서 
동적인 비누막을 표현하기 위해서 새로운 방법이 필
요하다.  

 
<표 1> 여러 가지 에너지 함수들 
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where 

ω𝑖𝑖𝑖𝑖 = cotα𝑖𝑖𝑖𝑖 + cotβ𝑖𝑖𝑖𝑖  

Geometric modeling 

 

3. 이산미분기하학 

연속영역에서 표현되는 물체, 수치, 함수들을 이산 
데이터를 다루는 컴퓨터에서 표현하거나 계산할 수 
있도록 변환하는 것을 이산화(discretization)라고 한다. 
이 장에서는 실제 부드러운 곡면을 삼각 메쉬로 
표현하는 표면 이산화와 대표적인 곡면 수치 값인 
이산 곡률에 대해 기술한다. 

 

(그림 1) 삼각메쉬(왼쪽)와 보로노이 영역(오른쪽) 

3.1. 표면 이산화 

부드러운 곡면을 삼각 메쉬로 표현하기 위해서 
질점-스프링 시스템을 사용하여 각 정점을 동일한 
질량을 가진 파티클로, 각 모서리는 파티클을 
연결하는 스프링으로 표현한다. 이를 통해 표면 상의 
각 수치들(넓이, 곡률, 색상 등)이 정점으로 대표되는 
위치에 각각 저장된다. DEC(discrete exterior calculus)는 
한 정점이 표현하고 있는 영역을 나타내기 위한 
이산화 방법을 제시해준다[11]. [11]에서 3차원 정점에 
대한 듀얼 셀(dual cell)은 정점 주위의 보로노이 영역 
(Voronoi region)임을 증명하였다. 즉, 그림 1 과 같이 
정점 p 는 그 주위 보로노이 영역에 있는 모든 
값들을 저장하고 있다. 우리는 이러한 특성으로부터 
모든 정점에서의 수치 값들을 더함으로써 전체 
표면에 대한 값들을 계산할 수 있다. 

 
3.2. 평균 곡률 노멀 연산자 

미분기하학에서 평균 곡률(mean curvature)은 그림 2
와 같이 주 곡률(principal curvature) e1, e2의 평균으로 
나타낼 수 있다. 오일러-라그랑주 방정식 (Euler Lag-
range equation)은 평균 곡률과 면적의 관계를 말해주

는데, 최소 면적을 가지는 표면은 모든 지점에서 평

균 곡률이 0 이 된다[12]. 이 사실로부터 평균 곡률 

κH와 면적 𝒜𝒜의 관계는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 
 

2κH𝐧𝐧 = lim𝒜𝒜→0
∇𝒜𝒜
𝒜𝒜

              (1) 
 
여기서 𝐧𝐧은 단위노멀 벡터, ∇는 (x,y,z) 좌표계에 대

한 기울기(gradient)를 나타낸다. 위 식에서 2κH𝐧𝐧을 평
균 곡률 노멀 연산자(mean curvature normal operator) 또
는 라플라스-벨트라미 연산자(Laplace-Beltrami operator)
라 하며, ∆𝐁𝐁으로 나타낸다.  

 
(그림 2) 표면 S의 주 곡률(principal curvature) 
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4. 동적 비누막 모델 

제안하는 모델의 움직임은 변형으로 생성되는 

에너지 𝐸𝐸에 대해 다음 운동방정식으로 표현이 된다.  

 
𝐱̈𝐱 = −𝐌𝐌−1(∇𝐸𝐸(𝐱𝐱) + 𝐟𝐟ext )           (2) 

 

여기에서 𝐱𝐱는 위치 벡터, 𝐌𝐌은 질량 행렬, 𝐟𝐟ext 는 

표면에 작용하는 외력을 뜻한다. 결국 시간에 따른 

움직임을 시뮬레이션 하기 위해서는 비누막 표면이 

가지고 있는 에너지를 계산해야 한다.  

 

4.1. 표면 에너지 

탄성체의 변형을 나타내는 에너지는 크게 스트레칭, 
트위스팅(꼬임), 벤딩, 표면장력 에너지로 나타낼 수 
있다. 여기서 우리가 다루고자 하는 비누막의 변형에 
트위스팅, 벤딩 에너지는 그 영향력이 매우 작아서 
무시할 수 있다고 가정한다. 따라서, 비누막의 표면 
에너지는 길이의 증가에 저항하는 스트레칭 에너지와 
넓이의 증가에 저항하는 표면장력 에너지의 합으로 
표현된다. 각각의 에너지에 대해서 자세하게 
살펴보자. 

 
비누막을 비롯한 모든 액체 성분은 표면장력 

(surface tension)이라고 하는 특징을 가지는데, 이는 
액체 표면 상에서 임의의 선을 따라 작용하는 분자간 
인력의 단위 길이당 강도를 뜻하며, 단위는 N/m 으로 
표현된다. 변형이 발생하여 표면적이 증가하면 더 
많은 분자들의 인력의 작용으로 표면적이 최소화 
된다. 표면 장력 σ 는 단위면적당 에너지로 표현 
되므로 표면적 A 인 비누막 표면이 가지고 있는 
에너지는 다음과 같다.  

 

𝐸𝐸surface  tension = ∫ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎A
0            (3) 

 

𝐸𝐸surface  tension 는 표면장력 에너지라고 불리며, 

변형된 표면을 평형상태가 될 때까지 면적을 줄이는 

내부 힘을 발생시킨다. 연속적인 영역에서 정의되는 

위 에너지를 이산화 하기 위해 보로노이 영역의 

성질을 이용하면, 표면적 A 는 모든 정점에서의 

보로노이 영역의 합으로 나타낼 수 있다. 즉, 전체 

비누막 표면에 대한 에너지는 다음과 같이 모든 

정점에서의 에너지의 합으로 표현된다. 

 

𝐸𝐸surface  tension = ∑ 𝜎𝜎𝒜𝒜Voronoi𝑣𝑣∈S (𝑣𝑣)      (4) 
 

다음으로 고려해야 할 에너지는 두 정점(파티클)이 

서로 잡아 당기는 스트레칭 에너지이다. 이 에너지는 

두 파티클을 연결하는 스프링의 탄성계수와 늘어난 

길이의 제곱에 비례한다. 따라서 스트레칭 에너지는 

 

𝐸𝐸stretching =  ∑ 1
2
𝑘𝑘𝑒𝑒(|𝑒𝑒| − |𝑒𝑒0|)2

𝐞𝐞∈S        (5) 
 

 

 

(그림 3) 변형된 비누막 표면과 넓이의 기울기 

로 표현되며, 여기서 𝑘𝑘𝑒𝑒는 스프링의 탄성계수, |𝑒𝑒|, 
|𝑒𝑒0|는 각각 변형된 상태와 초기 상태의 스프링의 

길이이다.  

 

4.2. 동적 시뮬레이션 

외부 힘으로 인한 변형은 에너지를 증가 시키고 

증가한 에너지는 변형에 저항하는 내부적인 힘을 

발생시킨다. 매 순간 비누막의 모양을 결정하기 위해 

식 (2)를 풀어야 하는데, 우리는 ∇𝐸𝐸를 구하기 위해 

이산미분기하 연산자를 이용한다. 표면 에너지는 

넓이에 비례하는 스칼라 함수 이므로 넓이의 최대 

감소 기울기가 에너지로부터 발생하는 내부 힘 

𝐟𝐟int (𝐱𝐱) = −∇𝐸𝐸(𝐱𝐱)이 된다. 식 (1)의 이산 평균 노멀 

연산자 ∆B의 정의로부터 그림 3 과 같이 넓이의 최대 

감소 기울기 ∇𝒜𝒜 는 평균 곡률 노멀 𝐧𝐧 의 방향을 

가지고 넓이 𝒜𝒜와 평균 곡률 κH 의 곱에 비례하는 

벡터임을 알 수 있다. 따라서 내부 힘 𝐟𝐟int는  
 

𝐟𝐟int (𝐱𝐱) = −2σ𝒜𝒜Voronoi κH𝐧𝐧 − ∑ 𝑘𝑘𝑒𝑒𝑒𝑒∈𝑁𝑁e (𝐱𝐱) (|𝑒𝑒| − |𝑒𝑒0|)  (6) 
 

이며, 여기서 𝑁𝑁e(𝐱𝐱)는 정점 𝐱𝐱의 인접하는 정점들의 

집합이다. 

 

5. 결과 

본 논문은 비누막 표면의 재질을 고려한 사실적인 

렌더링 보다 기하 구조에 초점을 맞추고 있기 때문에, 

결과를 곡률 맵(curvature map)으로 표현하거나, POV-
Ray를 사용 하여 렌더링 하였다.  
그림 4 는 말 안장(saddle)과 사면체 형태의 

경계선에 대해 생성된 비누막 결과이다. 가장 왼쪽의 
노랑 곡선이 경계선이며, 오른쪽의 세가지 그림은 
각각 변형된 형상(위)과 평형 상태에서의 형상 
(아래)을 와이어 프레임 (wireframe), 곡률 맵, 곡률 
흐름선 (curvature flow)으로 나타낸 것이다. 표 1 에서 
볼 수 있듯이 변형에 따라 표면적, 표면 에너지, 평균 
곡률은 증가한다. 또한 반복적인 실험 결과 표면 
장력에 비해 스트레칭 에너지가 변형에 미치는 
영향은 매우 작았다.  
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(그림 4) 다른 경계선에 대해서 생성된 비누막 구조 
(a) 말 안장 (b) 사면체. 변형(위) 및 평형 상태(아래)
의 형상을 와이어프레임(왼쪽) 곡률 맵(가운데) 곡률 
흐름선(오른쪽)으로 나타낸 결과 

<표 2> 그림 4 결과의 수치 데이터 
Input model 
(# of faces) area surface 

energy 
max 

mean curvature 

Saddle 
(8192) 

Deformed 7.94 15.11 5.179 

Undeformed 7.27 13.10 0.031 
Tetrahe

dron 
(2296) 

Deformed 3.11 5.85 14.984 

Undeformed 2.78 5.00 0.001 
 
그림 5 는 다양한 경계선에 대해 생성된 비누막 

결과 이미지를 렌더링 하여 나타내었다. 제안하는 
모델은 평형 상태에서는 기존의 ‘minimal surface’ 
모델링 문제를 해결한다. 

 

(그림 5) 렌더링 된 평형상태의 비누막 이미지 

6. 결론 및 향후연구 

본 연구에서는 기존의 정적 비누막뿐만 아니라 동
적인 움직임까지 표현할 수 있는 새로운 비누막 모델
을 제안하였다. 제안하는 모델은 비누막의 변형 모델
을 물리적, 수학적으로 정의된 에너지로 표현한 첫 

번째 시도이다. 또한 이산미분기하학을 기반으로 하
여 제안하는 에너지의 이산화를 통해 컴퓨터 그래픽
스에 적합한 모델을 유도하였다. 따라서 제안하는 모
델은 복잡한 계산 없이 비누막의 특성을 잘 나타낼 
수 있다.  
본 연구는 컴퓨터 애니메이션에서 사용될 수 있는 

비누막이나 비눗방울의 물리 모델을 제안했다는 점에 
의미가 있다. 향후 비눗방울 생성 및 미세 진동까지 
표현할 수 있는 모델에 대한 연구를 진행할 것이다.  
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