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요 약

적절한 근사화 과정을 통하여 구축된 축소 시스템은 전체 시스템의 거동을 적은 수의 정보를 통하여 효

과적으로 표현할 수 있다. 효과적인 시스템 축소를 위하여 본 연구에서는 주파수 영역 Karhunen-Loeve 

(Frequency-domain Karhunen-Loeve, FDKL) 기법과 시스템 등가 확장 축소 과정(System equivalent 

expansion reduction process, SEREP)을 연동한 축소 기법을 제안한다. 적합직교분해(Proper orthogonal 

decomposition)의 한 방법인 FDKL기법을 통하여 최적모드(Optimal mode)를 구하고 이에 SEREP을 적용

하여 자유도 변환 행렬을 구한다. 이때 주자유도 선정은 2단계 축소기법을 적용한다. 최종적으로 제안된 

기법은 수치예제를 통하여 검증한다.

keywords : eigenvalue problem, proper orthogonal decomposition, frequency-domain Karhunen-Loeve 

medhod, system equivalent expansion reduction process

1. 서 론

대형 구조물의 동적 해석은 일반적으로 큰 규모의 전산자원과 계산시간을 필요로 한다. 지난 반세기 동안 

발전한 유한요소법은 구조물의 해석에 정교한 해답을 제시해오고 있으나 전산기술과 효율적인 수치 알고리

즘의 발전에도 불구하고 해석의 영역이 날로 대형화되고 있다. 이를 해결하기 위해 시스템 축소 기법이 연구

되어오고 있다. 

대형 구조물의 선형 진동 시스템에 있어 지배방정식은 식(1)과 같다. 

                                                                                  (1)

전제 자유도 x 가  와 같이 소수의 주자유도 xp로 표현이 된다면 이 때의 변환행렬에 의해 전체 

지배방정식은 식(2)과 같이 축소가 될 수 있다.




     where  
 ,  

 ,  
 ,  

                     (2)

식(2)의 변환행렬 T를 구하는 방법에 따라 다양한 시스템 축소 기법에 제안되어 왔고(Noor 1994), 각 기

법들은 서로 다른 수준의 효용성을 가지고 있다. 뿐만 아니라 유동해석에서도 시스템 축소 기법이 연구되어 

지고 있으며, 최근 K-L 기법과 시스템 등가 확장 축소 과정(System equivalent expansion reduction 

process)(O'callahan 1989)을 연계하여 정상상태 유동을 해석한 연구도 보고되었다(Sarkar et al. 2004).
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본 연구에서는 Kim(1998)에 의해 제안된 주파수 영역 K-L (Frequency-domain Karhunen-Loeve, FDKL)

방법과 시스템 등가 확장 축소 과정(System equivalent expansion reduction process, SEREP)을 사용하는 

동적 진동 시스템의 축소 기법을 제안한다. 또한, 제안된 기법은 수치예제를 통하여 효용성을 검증한다. 

2. 공식화

2.1. 주파수영역 K-L 방법 

본 절에서는 KDFL방법을 간략하게 설명한다. 식(1)의 동적 시스템에서 주어진 주파수 응답 에서 최

적 모드    를 찾는 방법을 주파수 영역 K-L 방법을 통해서 수행한다. 이 기법은 주파수 영역에서 

시스템의 응답과 모드 사이의 내적으로 표현되는 에너지를 최대화 하는 과정을 통해 구해진다. 

≡ lim
→∞





 lim
→∞







                                                        (3)

이때, 구속 조건은 다음과 같다.

≡ lim
→∞






                                                                    (4)

식(3)의 적분식을 M개의 샘플      를 샘플링 지점       를 바탕으로 

적분식을 최대화하는   구하고, 이를 snapshot 방법이라 한다.

 
       where ≡




  ×  and ≡  ×          (5)

여기서, 는 i번째 지점에서의 스텝 크기를 의미한다. 식(5)의 고유벡터를 구하고 이를 통하여 선형 조

합으로 구한 적합직교모드(Proper orthogonal mode, POM)는 다음 식(6)과 같다.

 ≡ 
                                                               (6)

최종적으로 전체 시스템 응답은 식(7)과 같이 제한된 개수의 모드의 선형 조합으로 나타낼 수 있다.

≃




  ≤                                                                       (7)

이 때, 식(5)의 고유치는   과 같은 관계를 가지고, 이는 각 K-L 모드가 시스템에 가지는 에너지의 

총량을 의미하게 된다.

식(1)의 지배방정식을 주파수 영역으로 변환하면 식(8)와 같다. 이때, 비감쇠 시스템을 가정하고 하중은 

impulse하중으로 가정하였다. 

        where ⌊
 

   
 ⌋   and  ≡     (8)

가진 주파수   는 샘플링 범위 에서 임의로 선정을 하고, 식(8)의 선형 방정식을 통하여 

각 샘플링 지점에서의 주파수 응답을 구할 수 있다.

2.2 시스템 등가 확장 축소 과정 (SEREP)

다음으로 식(7)에서 구한 POM에 O'Callahan(1989)제안한 SEREP기법을 적용하여 식(2)의 변환행렬 T를 

구한다. 전체 변위 x는 주자유도와 부자유도로 나뉘며 이는 모드행렬 또한 식(9)과 같이 나누어짐을 의미하

고 이때 z는 소수의 일반 좌표계(gerenalized coordinate)를 의미한다. 이 때 주자유도는 2단계 축소기법을 통

하여 선정할 수 있다(백승민 2007).
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









                                                                               (9)

일반 좌표계는  
와 같은 관계를 통하여 주자유도로 표현될 수 있고 이때 관계식 

는 식(10)과 같

이 역행렬(pseudo-inverse)의 형태로 나타낼 수 있다. 이때, R은 모드개수, P는 주자유도의 개수를 의미한다.


 








 


  


  

  
                                                                        (10)

최종적으로 자유도 변환 관계식은 다음과 같이 표현할 수 있다.

 










                                                                                     (11)

이를 통하여 전체 지배방정식은 식(2)의 과정으로 축소한다.

3. 수치 예제

앞서 제안된 기법의 효용성을 그림 1에서와 같은 외팔판 예제를 통하여 검증하도록 한다. 전체 64개의 4

절점 쉘 요소(Aminporu 1988)를 사용하였고, 절점 개수는 85개, 전제 자유도는 430개 이다. 경계조건은 한변

을 고정단으로 하였다. 그림 1에서의 붉은 색원은 주자유도의 위치를 나타내며, 총 18개의 자유도를 주자유

도로 선정하여 축소 시스템은 전체의 4.2%로 축소되었다.

          

      그림 1. 외팔판 예제의 유한요소 모델링                 그림 2. 고유 주파수 상대 오차

시스템의 응답은 10
-4
Hz에서 20Hz 사이의 주파수대역에서 샘플링을 하였고, 주파수 간격은 0.1Hz로 하여 

총 400 지점에서 응답을 구하였다. 이를 통해 총 18개의 POM을 구하였고, 에너지항 은 10
-4
이상의 값만 

취하였다. 이 모드를 통하여 식(11)의 변환행렬을 구축하여 전체 시스템을 축소하여 고유치 해석을 수행하였

다. 이 때 하중 조건은 주파수 샘플링과 동일한 주파수 대역에서 임의의 가진 주파수의 충격하중을 선정하였

고, 전체 시스템에 고루 분포하도록 하중 조건을 가정하였다. 

고유치 해석 결과를 통하여 전체 시스템 결과와의 상대오차를 구한 결과는 그림 2와 같다. 이때 고유치 

오차는 식(12)과 같이 구하였다.



 
                                                                          (12)

제안된 기법과 IRS기법을 통하여 시스템 축소(백승민 2007)한 결과와의 비교를 통하여 효용성을 검증하였

다. 기존의 기법이 고유모드의 차수가 높아질수록 오차가 커짐에 반해 제안된 기법은 정해진 주파수 대역
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(20Hz) 내에서는 신뢰할 만한 결과를 나타내는 것을 알 수 있다. 전체적인 오차의 량 또한 기존의 방법에 비

해 매우 낮은 수준 - 10
-5
 이하-임을 확인 할 수 있다. 이에 반해 지정된 주파수 대역 외의 영역에서는 오차

가 커짐을 알 수 있어서 해석이 대상이 거동하는 주파수 대역에 대한 적절한 선험적 가정이 필요하다. 

4. 결 론

본 연구에서 주파수 영역 K-L기법과 SEREP 기법을 연동한 시스템 축소 기법을 제안한다. 이때 자유도 

선정은 2단계 축소기법을 통하여 구하였다. 제안된 기법을 통하여 자유도 기반의 축소를 주파수 영역 K-L 

모드로 할 수 있고, 기존의 시스템 축소 기법에 비해 하중의 영향력을 축소 과정에 근사화할 수 있었다. 제

안된 기법을 외팔판 예제를 통하여 효용성을 검증하였다. 현재, 제안된 기법을 부분구조합성법(Component 

mode synthesis)(Kim 2002)에 적용하는 연구가 진행 중에 있다.
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