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요 약

본 논문에서는 일반유한요소법(Generalized Finite Element Method)를 이용하여 응력확 계수를 계산하

는 방법을 소개한다. 기존의 유한요소법을 사용하여 응력확 계수를 계산하기 해서는 J-integral 방법 등

을 이용한 후처리 과정이 필수 으로 요구된다. 뿐만 아니라 균열선단 근방에서의 응력을 기술하기 해서

는 세 한 요소망(mesh)이 요구된다. 후처리 과정과 균열선단 근방에서의 요소망은 수치  오류를 발생시

키고 이는 정확한 응력확 계수를 얻는데 어려움을 다. 일반유한요소법은 근사함수를 요소망의 향 없

이 추가해서 사용할 수 있는 장 을 가지고 있지만, 활용성 측면에서 기존의 유한요소법보다 복잡하여 실

용성이 떨어진다. 본 논문에서는 일반유한요소법의 장 을 충분히 살려 균열선단근방에서는 응력을 모델링

하여 근사함수로 사용하고 균열선단에서 거리가 먼 곳은 기존의 유한요소를 써서 계산을 하 다. 특별한 

후처리 과정(Post processing) 없이 비교  정확한 응력확 계수를 손쉽게 얻을 수 있다. 일반유한요소법을 

이용한 제시된 방법론이 타당함을 수치 제를 통하여 확인하 다.      
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1. 서 론

 응력확 계수는 균열의 진  여부를 단하는데 쓰이는 유용한 지표이다. 그러나, 유한요소법을 사용하여 

응력확 계수를 얻기 해서는 균열선단 근방에서 아주 세 한 요소망이 필요할 뿐만 아니라 Virtual Crack 

Closure Technique(VCCT)이나  J-integral 방법 등의 후처리를 하여야만 한다. 본 연구에서는 응력확 계수

가 궁극 으로는 수로 개된 변 의 첫 번째 항의 계수인 을 이용하여, 다항식이 아닌 근사함수를 추가 

사용하여 응력확 계수를 후처리 없이 얻는 방법을 소개한다. 다항식뿐만 아니라 비다항식(non polynomial) 

근사함수를 일반 으로 사용할 수 있는 방법은 Melenk에 의해 최 로 소개된 후 일반유한요소법으로 알려져 

있다 (Melenk and Babuska, 1996).

2. 일반유한요소법 
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일반유한요소법은 주어진 정의역에서 합이 1이 되도록 하는 티션함수(


  ∀∈ )를 

이용하여 여러 역으로 정의역을 나  후, 티션 된 역 에 근사함수를 요소망과는 독립 으로 다항식 

혹은 비다항식으로 제작하여 사용하는 방법이다. 근사함수의 제작이 요소망과는 독립 이기 때문에 

Meshless Method라고도 불린다. 기존 유한요소의 형상함수 합이 1이 되므로 일반유한요소법은 기존 유한요

소를 포함하게 된다. 본 연구에서 사용된 근사공간은 기존의 유한요소와 비다항식 근사함수가 포함된 좀 더 

일반 인 벡터공간이다. 이 에 언 된 근사함수들은 이 일반화된 근사공간을 사용하고 이러한 근사공간을 

이용한 Galerkin근사 방법을 일반유한요소법이라 부른다. 일반유한요소법에 한 자세한 배경과 설명은 참고

문헌(Babuska,1996)에 있다. 

기존 유한요소법과 일반유한요소법의 가장 큰 차이는 일반유한요소법의 경우 근사함수로 다항식 혹은 비

다항식으로 쓸 수 있다는 데 있다. 물론, 다항식이 아닌 근사함수의 사용이 일반유한요소법이 처음은 아니다 

(Lynn 1997). 하지만 기존의 방법들은 비다항식 근사함수와 유한요소를 함께 사용하기 해 특별한 조작을 

가해야만 했다. 본문에 사용된 일반유한요소법은 앞서 언 된 티션함수가 요소의 특별한 조작 없이 비다항

식 근사함수를 사용할 수 있게 한다는 측면에서 사용이 용이할 뿐 아니라 근사공간을 기술하는데도 수학

으로 자연스럽다(Melenk 1996).  그림2는 일반유한요소법을 사용하여 균열선단 근방의 응력을 해석한 사례이

다(Hong 2009). 그림 2(c)를 보면 고차 유한요소를 사용했음에도 불구하고 균열선단의 끝 부분으로부터 

0.001의 거리에서 응력이 참값에 비해 30%정도밖에 미치지 못함을 볼 수 있다. 한편, 비다항식 근사함수를 

직 으로 사용한 일반유한요소는 은 자유도를 가짐에도 불구하고 정확한 결과를 보여 다.

3. 선형탄성문제와 응력확 계수

선형 탄성문제는 변 벡터 를 Sobolev공간 
에서 찾는 문제로 

에 속한 임의의 벡

터 ∈에 해서     을 만족시키는 를 찾는 것으로 귀결된다. 여기서, 

 




    와  



  


 을 의미한다. 한편 변형에

지 (strain energy)   는  

와 같다. 

일반 으로 균열선단 근방의 변 는 직교좌표계상에서 다음과 같이 기술할 수 있다(Szabo 1991).
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 수의 첫 번째 계수인 
 

는 각각 칭 모우드I 응력확 계수   ,  


는 각각 비 칭 모우드

II 응력확 계수  이다.  
과

는 이론 으로 같아야 하지만 본 연구에서는 각각 다르게 사용되었으나 

함께 사용된 유한요소의 차수가 올라감에 따라  에 수렴한다. 
과

  한  에 수렴한다. 앞서 서론

에서 언 되었듯이 일반유한요소법은 근사함수를 요소망과 무 하게 사용할 수 있다. 즉, 변 의 근사함수

로는 
 

     을 변 의 근사함수로는 
 

     을 사용하면 사용된 각 근사함수의 

계수(혹은 진폭)가 응력확 계수가 되어 후처리과정(Post processing)없이 균열선단 근방의 응력확 계수를 

얻을 수 있게 된다.
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이에 반해 가장 손쉬운 응력확 계수의 계산은 Strain Energy Release Rate인 G를 이용한 방식으로 

≈



와 같이 변형에 지 차분법을 이용하여 근사하는 방법이 가장 쉽다. 하지만 이

러한 근법은 균열선단의 변화량가 작아야 유효한데 를 작게하면, G를 근사하는데 있어서 매우 작은 

숫자로 나 게 되어 정확하지 않을 뿐 아니라 유한요소해석을 두 번 반복해야한다는 단 이 있다.

다른 방법으로는 Virtual Crack Closure Technique(VCCT)와 J-integral을 사용하는 방법이 있다. 자는 

모우드I 과 모우드II의 에 지 방출비율을 다음과 같이 계산한다.

 ≈
 





      ≈
 





     

여기서,  의 총합은 G로 수렴한다. 한편, 후자인 J-integral 역시 Strain Energy Release Rate인 G를 

계산하는 방식으로  






  

 과 같이 계산한다.  변형에 지 도(strain energy 

density)이고   이다. 는 균열선단 근방의 임의 경로로 택한다.

  이 외에도 응력확 계수를 얻는 여러 가지 방법이 있지만 다수는 Strain Energy Release Rate을 이용한 

간  방식이라고 할 수 있다. 2차원 평면응력의 경우 구해진 Strain Energy Release Rate를  




을 

이용해 응력확 계수로 환한다. 소개된 일반유한요소법은 Strain Energy Release Rate를 이용하지 않고 

응력확 계수를 얻는다. 

4. 해석결과  분석

앞서 소개한 일반유한요소법의 타당성을 검증하기 해 (Szabo and Babuska,1991)에 소개된 제를 해석

하 다. 해석에 사용된 탄성체     ≤  ≤ 는 그림 1과 같이 음의축에 균열이 있고 의 

계수  과 포아송비   이다. 그리고 칭 모우드(모우드I)의 응력확 계수가 1 이 되도록 균열선

단을 포함한 모든 경계에 다음 응력을 경계조건으로 주었다. 단, 강체의 움직임을 막기 하여 에서

변 와 변 를 모두 구속하 고 지 에서 변 를 구속하 다.
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그림 1 균열이 있는 탄성체

본 연구에서는 균열선단 근방에서만 일반유한요소법을 사용, 근사함수로 다음 함수 
와 

를 사용하 다. 

단, 근사함수는 티션함수에 의해서 그 정의역이 제한된다. 
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표 1     (응력확 계수)

p 
  (%오차) 

  (%오차)

1 0.6884 (31%) 0.7009 (30%)

2 0.8172 (18%) 0.8105 (19%)

4 0.9287 ( 8%) 0.9293 ( 8%)

 

(a) 일반유한요소법(비다항식추가)

   

(b) 주어진 응력(참값)

   

(c) 25  유한요소

    

그림 2 응력 의 비교

표1 에서 p는 사용된 유한요소의 차수를 나타낸다. 경계조건을 유한요소로 보간(interpolation)해야 하

기 때문에 균열선단 근방에 비다항식 근사함수를 사용하더라도 고차 유한요소가 함께 쓰여야 보

다 정확한 응력확 계수를 얻을 수 있다. 3 에서 언 되었듯이 
와 

가 이론상으로는 같아야 

하고 
와 

는  으로 수렴해감을 볼 수 있다.  특별한 후처리 없이 
와 

가 상된 응력

확 계수인 1로 수렴해 가는 것을 표 1을 통하여 확인할 수 있다. 
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