
유한요소법을 이용한 level set 공식화의 해석

FINITE ELEMENT ANALYSIS OF LEVEL SET FORMULATION
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In the present study, a least square weighted residual method and Taylor-Galerkin method were formulated and 
tested for the discretization of the two hyperbolic type equations of level set method; advection and reinitialization 
equations. The two approaches were compared by solving a time reversed vortex flow and three-dimensional broken 
dam flow by employing a four-step splitting finite element method for the solution of the incompressible 
Navier-Stokes equations. From the numerical experiments, it was shown that the least square method is more 
accurate and conservative than Taylor-Galerkin method and both methods are approximately first order accurate 
when both advection and reintialization phase are involved in the evolution of free surface.
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1. 서  론

본 논문에서는 다상유동의 수치해석 기법으로 지난 20여년

간 매우 많은 연구자들에 의해서 사용되어져 온 level set 공

식화[1]의 유한요소 해석 방법론에 대하여 논의하고자 한다. 
Level set 공식화는 해석하고자 하는 level set 함수의 수학적 

성질의 장점 때문에 많은 연구자들에 의해서 연구되어 왔으

나 주로 유한 차분법 또는 최근에는 유한 체적법을 이용한 

해석이 주를 이루었다[1-3]. 반면에 level set 공식화에서 해석

하고자 하는 방정식의 쌍곡선형 특성 때문에 유한요소법을 

이용한 level set 공식화의 해석은 유한 차분법의 그것에 비해

서 활발하지 못한 편이었다. 따라서, 최근들어 연구들이 진행

되고는 있으나 발표된 논문의 수도 비교적 제한되어 있는 형

편이다[4-6]. 따라서, 본 논문에서는 책임 저자의 그룹에서 지

난 몇 년 간 유한요소법을 활용하여 level set 공식화를 해석

한 예들을 공식화와 함께 소개하고자 한다. 
사용한 주된 유한요소공식화는 level set 공식화의 advection 

방정식과 reinitialization 방정식의 해석에 중점을 두고 설명하

고자 한다. Advection 방정식과 reinitialization 방정식은 쌍곡선

형 형태의 방정식으로 유한요소 이산화를 위해서는 기존의 

Galerkin 공식화를 수정한 특별한 형태의 유한요소 공식화가 

요구된다. 본 연구에서는 그 두 개의 쌍곡선형 방정식의 해석

을 위하여 Taylor-Galerkin 방법과 least square weighted residual 
방법을 적용하고자 한다. 두 가지 수치해석 방법을 두 개의 

쌍곡선형 방정식에 적용한 유한요소공식화를 유도하고, 각각

의 수치해석 방법의 특성을 설명하고자 한다. 또한, 수치 해

석 결과의 비교를 통하여 유한요소 공식화의 level set 공식화

에의 적용 가능성을 고찰해 보고자 한다.
본 논문의 2장에서는 level set 공식화의 advection 방정식과 

reinitialization 방정식의 유한요소 수치해석 방법론에 대하여 

Taylor-Galerkin 방법과 least square weighted residual 방법을 적

용하여 설명한다. 각각의 수치 기법이 가지는 특성에 대하여 

고찰하며 3차원 확장 가능성을 고찰한다. 3장에서는 수치해석 

결과로 속도장이 주어진 다양한 level set 공식화의 표준예제

들을 해석하여 적합한 유한요소 공식화를 제시한다. 마지막으

로, 3차원 붕괴 댐 문제의 해석 결과를 제시한다. 해석된 결

과는 기존의 실험결과와 비교한다. 마지막으로 4장에서는 결

론을 유도한다.
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2. 수치해석 방법

2.1 Level set 유한요소 해석의 지배방정식

비압축성 유동장의 자유표면 거동을 해석하기 위하여 사용

된 level set 지배방정식은 다음과 같이 표시된다.

0

2

���

	�
��	��

u

gDp
Dt
Du �

)()()())(()( ������01����
(1)

식 (1)은 4단계 분리 유한요소법을 이용하면 다음과 같은 

식들을 풀게 된다.

(2)

식 (2)의 유한요소 공식화에 대한 자세한 설명은 참고문헌

[7]으로 대신한다. 식 (2)를 풀어서 자유표면을 가지는 유동장

의 속도장을 구한 다음에는 아래와 같은 level-set 함수에 대

한 이송 방정식을 풀어서 상경계면을 갱신한다. 

(3)

위의 식 (3)을 풀어서 상경계면이 갱신된 후에는 다음의 

reinitialization 방정식을 풀어서 level set 함수가 거리의 함수가 

되도록 재지정하여야 한다.

(4)

위의 식 (4)는 아래와 같은 식으로 변경이 가능하다.

(5)

여기서  와  는 아래와 같이 정의된다.

(6)

(7)

이제, 다음 절에서는 식 (3)과 식 (5)의 유한요소 해석을 

이용한 공식화에 대하여 논의한다.

2.2 이송방정식의 유한요소 공식화 

먼저, level set 함수의 이송방정식인 식 (3)의 최소자승가중

잔류법을 이용한 공식화를 유도한다. 식의 유도를 위해서는 

식 (3)의 잔류를 다음과 같이 Crank-Nicolson 방법을 이용하여 

정의하는 것이 필요하다.

(8)

한편, 식 (8)에서 다음과 같이 수정된 가중함수가 정의된

다. 

(9)

이제, 수정된 가중함수 (9)를 이용하면 다음과 같이 이송방

정식에 대한 최소자승 가중잔류법을 이용한 공식화가 얻어진

다.

Given a velocity field

such that

for all (10)

 

한편, Taylor-Galerkin 방법을 이용한 식 (3)의 유한요소 공

식화를 위해서는 먼저 식 (3)과 Taylor-series 전개를 이용하여 
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다음의 두 식을 정의한다.

(11)

(12)

위의 식 (11)을 식 (12)에 대입하여 정리하면 다음의 식이 

얻어진다.

(13)

마지막으로, 식 (13)에 발산 정리를 적용하면 이송방정식에 

Taylor-Galerkin 방법을 적용한 다음의 최종적인 유한요소 공

식화가 얻어진다.

(14)

식 (14)와 (10)을 비교하면, 식 (10)에는 경계조건 항이 나

타나지 않는 점에 주목한다.

2.3 Reintialization 방정식의 유한요소 공식화 

이 절에서는 식 (5)의 유한요소 공식화에 대하여 설명한다. 
먼저, 최소자승가중잔류법을 이용한 공식화를 유도하기 위하

여 식 (5)의 잔류로부터 다음과 같이 수정된 가중함수의 유도

가 가능하다.

(11)

위의 식 (11)을 이용하면 reinitialization 방정식에 대한 최소

자승가중잔류법을 이용한 공식화는 다음과 같이 서술된다.

Given a level set field

such that

for all (12)

이전의 유한요소 공식화를 이용한 선행연구들과 비교하여 

식 (12)의 중요한 특징은 유한요소 공식화로부터 경계조건 항

이 나타나지 않는다는 점이다. 이는 특히, 3차원의 복잡한 형

상 주위의 유동장의 해석에서 큰 이점을 가진다. 한편, 식 (5)
의 Taylor-Galerkin 방법을 적용한 최종적인 유한요소 공식화

는 2..2 절에서 제안된 유사한 방법을 적용하면 다음과 같이 

유도된다.

(13)

3. 수치해석 결과

이 장에서는 앞 장에서 제시된 수치 기법을 활용하여 개발

된 코드를 사용하여 얻은 결과를 제시한다. 먼저, 연속방정식

을 만족하는 기지의 속도장이 주어진 level set 표준예제를 해

석하여 제안된 수치 기법의 정확도를 파악한다.

3.1 Time reversed single vortex 문제의 해석

제안된 수치 기법의 수치확산 오차 및 위상 오차를 고찰하

기 위한 대표적인 문제로 2차원 time reversed single vortex 문

제를 해석한다. 이 문제의 경우 속도장은 다음과 같이 주어진

다.

(14)

식 (14)에서 주어진 와류 속도장에 의하여 원형 유체는 긴 

꼬리를 가지는 유체로 늘어지게 된 후에 한 주기 후에는 다

시 원래 상태로 돌아오게 되어야 한다. 하지만, 수치 확산이

나 위상 오차에 의해서 그 위치가 달라지거나 원형 유체의 
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Grid Least-square Taylor-Galerkin

64 "  64 3.17E-2 9.89E-2
128 "  128 2.09E-2 6.25E-2
256 "  256 1.11E-2 3.22E-2
512 "  512 5.55E-3 1.36E-2

1028" 1028 2.75E-3 6.66E-3

Table 1 Errors for the solution to the time-reversed 
single-vortex flow problem considering both 
dissipation and phase errors (Eqn. 11) after one 
period for various grid resolutions(CFL=0.5).

Fig. 1 Errors of level set function after one period for various 
grid resolutions
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Fig. 2 Schematic for a three-dimensional broken dam problem

(b)

(f)

(a)

(d)(c)

(e)

Fig. 3 Evolution of free surface of 3-D broken dam : (a) t = 2.2 s ; (b) 
t = 4.2 s; (c) t = 6.0 s; (d) t = 6.6 s; (e) t = 7.2 s; (f) t = 8.0 s

크기가 변하게 된다. 본 연구에서는 수치 확산과 위상 오차를 

모두 고려할 수 있는 다음의 식을 사용하여 오차를 측정하였

다.

 (15)

본 논문의 문제에서 주기는 비교적 긴 8 초를 적용하였으

며, 식 (15)에서 M은 level set 함수의 값이 2h 보다 작은 절점

들의 개수를 나타내며 R은 원의 반지름을 나타낸다. 즉, 오차

는 상경계면 주의의 절점들에 대해서만 정의가 되며, level set 
함수의 값은 반지름 R에 의하여 무차원된 값을 사용한다. 
Table 1은 최소자승가중잔류법과 Taylor-Galerkin 방법을 이용

한 해석 결과, 식 (15)에 의하여 정의된 오차의 비교를 나타

낸다. 최소자승가중잔류법이 Taylor-Galerkin 방법에 비교하여 

약 3배 정도 더 정확함을 알 수 있다. Fig. 1은 최소자승가중

잔류법과 Taylor-Galerkin 방법을 이용한 해석 결과의 오차와 

요소의 크기와의 관계를 나타낸다. 두 가지 방법 모두 약 1차 

정확도를 가짐을 알 수 있다.

3.2 3차원 댐 붕괴 문제

또 다른 표준예제로 Fig. 2에 주어진 3차원 댐 붕괴 문제

를 해석한다. 물의 밀도와 점성계수는 각각 1000 [kg/m3]과 1
10-3 [㎏/ms]이며 공기의 밀도와 점성계수는 각각 1 [㎏/m3]

과 1 10-5 [㎏/ms]이다. 중력 가속도 g = 9.8 [m/s2]이다.
댐의 붕괴를 위한 계산 영역은 Fig. 2에 주어진 바와 같이 

5a 1.25a a이며 Martin & Moyce[8]의 실험조건과 동일한 

정육면체 물기둥(a a a, a = 0.05715 m)을 사용한다. 특성 

시간은 로 정의된다. Fig. 3은 시간 간격을 0.005

로 하고, 200×50×40의 균일한 격자계를 사용하여 얻어진 

시간에 따른 자유표면의 변화를 나타낸다. 결과는 다른 선행 

연구자들의 결과와 같이 공기 주머니가 포획되는 것을 잘 보

여준다. 한편, Fig. 4는 시간에 따른 자유표면 선단의 변화를 

보여주는데 기존의 실험결과와 잘 일치함을 알 수 있다. Fig. 
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Fig. 4 Surge front position versus non-dimensional time

Fig. 5 Percentage mass error with non-dimensional time for the 
two finite element methods and grid resolutions

5는 수치 해석 방법 및 격자계의 해상도에 따른 수치해석 과

정에서의 질량 오차를 나타낸다. 격자계가 적절하게 주어질 

경우에 최소자승가중잔류법을 이용한 수치해석 결과는 질량

을 잘 보존시킴을 알 수 있다.

4. 결  론

본 논문에서는 level set 공식화에서 주어지는 두 개의 쌍곡

선형 방정식, 즉, 이송 방정식과 reinitialization 방정식의 유한

요소 공식화를 제안하였다. 제안된 공식화의 수치해석 예제로 

속도장이 주어진 level set 공식화의 검증을 위한 표준예제들

과 3차원 붕괴 댐 문제를 해석하여 다음의 결론을 얻었다.
(1) 최소자승가중잔류법을 이용한 공식화가 Taylor-Galerkin 

방법에 비하여 수치확산 오차가 적음을 확인하였다. 두 가지 

방법 모두 표준예제의 해석 결과 격자 해상도에 따른 정확도

는 이송 방정식과 reinitialization 방정식을 모두 풀 경우에 1차 

정확도임을 확인하였다.

(2) 자유 수면이 breaking/merging 현상을 포함하여 매우 복

잡한 거동을 보이는 문제의 해석에서 충분한 격자 해상도가 

주어질 경우 최소자승가중잔류법을 이용한 공식화는 질량 보

존을 비교적 잘 만족시킴을 확인하였다.
(3) 본 연구의 결과는 유한요소 공식화의 특성을 활용하여 

복잡한 형상을 가지는 물체 주위의 슬래밍 현상을 포함한 자

유 표면의 해석에 적용하고자 한다.
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