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요       약
 본 논문은 완전히 잘못된 데이터가 포함된 회귀(regression) 문제에 사용되는 가우스-균일 혼합확률분

포의 두 개의 매개변수 추정에 관하여 고찰한다. 논문에서는 기대값 최대화(Expectation Maximization)와 

최우도추정(Maximum Likelihood Estimation)을 이용한 매개변수 추정 방법을 비교한다. 두 기법은 최적

화 문제로 기술할 수 있고, 논문에서는 두 기법에서 사용하는 매개변수에 대한 적합도 척도의 개형을 

도시하고 비교한다. 몬테-카를로(Monte Carlo) 접근을 통한 두 기법이 추정한 매개변수의 분포를 살펴

본다.

1. 서론

   공학 분야에서 다뤄지는 많은 문제들 중 하나는 주어

진 데이터(data)에서 정보(information)를 얻는 과정이다. 

주어진 데이터에서 정해진 모델의 인자들을 추정하는 회

귀(regression)는 이러한 문제의 수학적 추상화의 대표적

인 예이다. 그러나 실제 많은 경우 주어진 데이터는 그림 

1과 같이 완전히 잘못된 데이터, 즉 이상치(outlier)를 포

함하고 있고, 이상치는 잘못된 추정을 야기한다. 이상치를 

포함한 데이터에서의 강인한 추정 기법에 대한 연구들이 

많이 이루어졌는데, 대표적인 것으로 M-estimator, Hough 

Transform, RANSAC [1] 등이 있다.

(그림 1) 잘못된 데이터가 있는 경우의 최소제곱법

   본 논문에서는 에러의 확률분포에 기반을 둔 RANSA

C 기법 [2, 3]에 사용되는 가우스-균일 혼합확률분포의 두 

매개변수 추정에 대해 고찰한다. 2장에서는 가우스-균일 

1) 본 연구는 지식경제부(MKE)와 한국산업기술평가관리원(KEI

T)의 연구 과제 (Hybrid u-Robot Service System Technology 

Development for Ubiquitous City, 2008-S-031-01)의 지원을 받

았습니다. 

혼합확률분포에 대해 설명하고, 최우도추정(Maximum Lik

elihood Estimation, 이하 MLE)과 기대값 최대화(Expecta

tion Maximization, 이하 EM)를 이용한 매개변수 추정에 

관하여 기술한다. 3장에서는 두 기법을 통해 추정한 매개

변수의 확률분포를 통해 두 기법의 성능을 비교한다.

2. 가우스-균일 혼합확률분포의 매개변수 추정

   가우스-균일 혼합확률분포는 작은 노이즈를 가진 올바

른 데이터, 즉 정상치(inlier)가 갖는 에러를 가우시안 분포

로 가정하고, 이상치가 가지는 에러를 균일 분포로 가정한

다. 따라서 가우스-균일 확률분포는 하나의 데이터가 갖

는 에러의 확률분포를

  



       (1)

와 같이 표현한다. 는 최대로 가능한 에러의 크기이다. 

가우스-균일 확률분포는 두 개의 매개변수를 가지고 있다 

(  ). 각각 는 정상치의 비율을 의미하고, 는 

정상치가 갖는 가우시안 노이즈의 표준편차를 의미한다. 

그림 2는 두 매개변수의 변화에 따른 확률분포의 개형을 

나타낸 것이다.

(그림 2) 두 매개변수의 변화에 따른 확률분포의 예 [2]
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(그림 3) MLE의   (,   ) (그림 4) EM의   ( ,   )

2.1. 최우도추정(MLE)을 통한 매개변수 추정

   MLE는 가장 널리 알려진 매개변수 추정 방법의 하나

로 주어진 데이터의 로그우도(likelihood), 즉 주어진 매개

변수에 대해 데이터가 있음직한 정도를 최대로 하는 매개

변수를 추정한다. 로그우도는 Naive 가정 아래

 
 



                   (2)

와 같고, 개형은 그림 3과 같다. 따라서 MLE를 이용한 매

개변수 추정 문제는   와 같은 최적화 문

제가 된다.

2.2. 기대값 최대화(EM)를 통한 매개변수 추정

   EM은 관측할 수 없는 변수(latent variable)를 가진 확

률분포의 매개변수 추정에 많이 사용되는 기법으로 관측

할 수 없는 변수에 대한 로그우도(log likelihood)의 기대

값을 최대로 하는 매개변수를 추정한다. 가우스-균일 확

률분포에서는 데이터 클래스(데이터가 정상치, 이상치 여

부)가 관측할 수 없는 변수가 되고, 식 1을 데이터 클래스 

를 포함한 형태로 표현하면 

      
         

 (3)

가 된다.    와    는 각각 정상치가 될 

사전확률(prior probability)과 이상치가 될 사전확률로  , 

 이고,    와   는 각각 정상치와 

이상치에 의한 에러의 확률분포로 식 1의 가우시안 분포

와 균일 분포이다. 따라서 로그우도의 기대값은

 
 






 








 


   
    




  (4)

와 같고, 개형은 그림 4과 같다.    
는 번째 데

이터의 클래스가 일 사후확률(posterior probability)로

  
 




    


       (5)

와 같다. 따라서 EM을 이용한 매개변수 추정 문제는 

  와 같은 최적화 문제가 된다.

3. 두 기법의 추정 결과 비교 및 논의

   EM의 최대화 과정은 의 미분을 통해 해석적으로 

얻을 수 있다 [2]. 그러나 유사한 방법으로 MLE의 최대화 

과정을 이루어지지 않는다. 따라서 본 논문에서 MLE의 

최대화 과정을 MATLAB의 fmincon  함수를 통해 구현하

였다. 그림 5와 6은 임의로 생성된 100개의 데이터에 대해 

두 추정 방법을 1000회 실시하여 추정된 두 매개변수의 

분포를 나타낸 히스토그램이다. 두 방법 모두 유사한 추정 

성능을 나타냈고, 그림 3에서 보는 바와 같은   함수

의 다봉성(multi-modality) 때문에 EM을 이용한 결과에는 

0.8 보다 큰 가 2회 추정되었다. 특히 가 작아질수록 

가 커질수록 다봉성은 더욱 뚜렷하게 나타나는데 [2, 3, 4]

에서 사용된 EM을 이용한 가우스-균일 확률분포의 매개

변수 추정은 이점을 고려하여 수정되어야 할 필요가 있다.

(그림 5) MLE를 통한 추정 결과 (참값:   ,   )
 

(그림 6) EM을 통한 추정 결과 (참값:  ,   )
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