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ABSTRACT: Combustion instability is a major issue in design of co-generation gas turbine 

combustors for efficient operation with low emissions. Combustion instability is induced by 

the interaction of the unsteady heat release of the combustion process and the change in the 

acoustic pressure in the combustion chamber. In an effort to develop a technique to predict 

self-excited combustion instability of co-generation gas turbine combustors, a new stability 

analysis method based on the transfer matrix method is developed. The method views the 

combustion system as a one-dimensional acoustic system with a side branch and describes 

the heat source as the input to the system. This approach makes it possible to use not only 

the advantages of the transfer matrix method but also well established classic control 

theories. The approach is applied to a simple co-generation gas turbine combustion system, 

which shows the validity and effectiveness of the approach. 

Key w ords: Combustion instability(연소불안정), Model co-generation gas turbine combustor

(모델 열병합발 용 가스터빈 연소기), Thermoacoustics(열음향), Normal mode 

method(정규모드법), Transfer matrix method( 달매트릭스법)

1. 서 론

 연소불안정은 연소 로세스의 비정상 인 열방

출과 연소실 음압변화의 결합 효과에 기인한다. 
(1-3) 이러한 연소불안정은  효율, 부품의 조기 
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품질 하,  시스템의 치명 인 손 등의 다양

한 연소시스템의 문제를 유발할 수 있다. 연소불

안정은 매우 복잡한 상이므로, 비선형 인 연

소반응의 정확하고 실규모의 정량 인 해석은 매

우 어렵다. 그러나 연소불안정 발(onset)의 

측을 한 단순하고 신뢰할 수 있는 해석은 가능

하다. 이러한 해석법을 이용하면 불안정의 조건

을 이해하거나 설계 자료를 얻을 수 있다. 

 본 연구에서는 연소불안정을 해석하기 해 
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달매트릭스법(transfer matrix method)을 토 로 

한 새로운 방법을 개발하고자 한다. 4극 매트릭

스(4 pole matrix)로도 알려진 달매트릭스는 1

차원 음향시스템을 모델링하는 데 매우 편리한 

개념이다.
(4,5)

 Richards 등은 달매트릭스법을 이

용하여 연소시스템을 피드백 제어시스템으로 모

델링하 다.
(3)

 이들의 방법에서 달매트릭스법은 

최종 인 연소모델을 얻기 한 연소기 각 지

에서의 임피던스를 표 하는 데 사용되었다. 본 

연구에서 개발한 달매트릭스 방법에서는 화염

을 시스템 입력으로 기술하는 측면분기(side 

branch) 개념으로 사용하여 연소시스템을 모델링

하 다. 따라서 시스템을 더욱 단순하고 직

으로 모델링할 수 있다.

 본 연구에서 채택한 이 방법, 즉 연소시스템의 

피드백 제어 개념과 결합한 달매트릭스법은 다

음과 같은 요한 장 이 있다. 달매트릭스법

의 장 으로,

(1) 직경이 다른 다 섹션으로 구성된 연소시스

템의 모델링이 용이하며,

(2) 시스템을 다 섹션으로 분할함으로써 연소시

스템에서의 온도변화를 쉽게 다룰 수 있고,

(3) 수동제어장치의 효과에 한 분석을 쉽게 

실행할 수 있다.

한, 모델의 피드백 제어시스템 개념에 의해,

(1) 루트로커스(root-locus)법과 나이퀴스트(Ny- 

quist) 롯 등 고 인 제어해석법의 응용

이 가능하며,

(2) 안정마진(stability margin)에 기 한 디자인 

분석이 가능하다.

Fig. 1.  A simple combustion system. 

2. 동방정식에 의한 시스템 표

  Fig. 1은 해석을 개발하기 해 사용될 간단한 

연소시스템을 보여 다. 좌측은 연료-공기 혼합

기(그림 상에는 표시되지 않음)가 부착된 연소기

의 덤 면(dump plane)으로 폐음향(closed 

acoustic) 경계조건으로 모델링되며, 연소기의 우

측은 배압(back pressure) 제어 밸 (그림 상으로 

표시되지 않음)가 부착되어 이 한 폐음향 경계

조건으로 모델링된다. 즉, 양단 모두 개구부의 면

이 충분히 작아 폐음향 경계조건으로 모사할 

수 있다. 열원인 화염은 x=b 치에 일 원으로 

모델링된다. 연소과정은 다음의 비균질 음 방정

식으로 묘사된다. 







∇              (1)

여기서, p는 음압, c는 음  속도, 그리고 hw는 

연소에 의한 생성항이다. Fig. 1의 1D 시스템에 

해 방정식은 다음과 같다. 












 
        (2)

여기서 q는 단 면 당 열방출율이고 ( )x bδ −

는 Dirac delta 함수이다. 열방출과 음향변수를 

연결하는 다양한 모델이 사용되나, 본 연구에서 

사용한 모델은 다음과 같다. 

  
 

            (3)

여기서    는  에서의 질 속도

(particle velocity)이며, 는 연료분사로부터 연소

까지의 류시간인 시간지연(time delay)이다. 그

리고 β는 실험 으로 결정되는 무차원 라미터

이다.
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 식(2)는 질량유량 생성항을 갖는 비균질 동

방정식인 다음의 Lighthill 방정식과 비교할 수 

있다.












 

         (4)

여기서  는 단 체 당 시스템에 한 질량유량 

입력이다. 식(4)와 식(2)를 비교하면 다음을 얻는

다. 


 

                 

(5)

식(5)에 식(3)을 입하고 단순화하면 다음과 같

다.

                (6)

유동이 조화 (harmonic)이면 식(6)은 다음과 같

아진다. 

                 (7)

여기서 문자는 조화 진폭(harmonic amplitude)

을 의미한다.

3. 두 기존 해법

3.1 가정된 모드형상 방법

  Fig. 1과 같은 시스템에서 경계조건은 다음과 

같다.

                 (8)

식(8)을 만족하는 해의 형태는 다음과 같다. 즉

x<b에서는

                   (9)

               (10)

이고, x>b에서는

                 (11)

   
            (12)

이고, j는 허수이다. x=b에서 압력 연속조건은

                 (13)

이고, 속도 조건은

               (14)

이다. 식(13)과 식(14)를 결합하면 주 수 방정식

은 다음과 같이 얻는다.

                (15)

  공명 주 수(resonance frequency)는 식(15)을 

수치해법으로 풀어서 얻을 수 있다. 식(15)의 i
th 

근이  이면 정규 주 수(normalized frequency) 

fNi와 정규성장율(normalized growth rate) gNi는 

다음과 같이 얻을 수 있다.  

 

  
            (16)

 

  
           (17)
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여기서 ωni는 i
th 

비감쇠 공진 주 수이다. 정(+)의 

정규성장율 gNi는 연소과정이 불안정할 것이라는 

것을 의미한다.

  Fig. 2는 참고문헌 6에 보고된 다소 상이한 음

향경계조건(P(0)=0, U(l)=0)의 모델 가스터빈 연

소기의 결과로, 열입력 무차원 라미터 β와 시

간지연 τ의 함수인 연소불안정 경향이다. 즉, gN

이 (+)인 범 에서 연소 로세스는 불안정하고, 

gN의 크기는 불안정성의 강도를 나타낸다. 

3.2 Galerkin 법에 의한 해

시스템의 압력은 다음과 같이 고유 모드(natural 

mode)의 선형 조합으로 가정할 수 있다.

    
 

∞

            (18)

여기서   는 mth 모드이고 ηm 는 해당 모드

의 참여인자(participation factor)이다. 식(18)을 

식(2)에 입하고 자연모드의 직교성을 용하면, 

다음 식을 얻는다.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0
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1

ω1*τ/(2π)

f N
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β =0.4
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β =0.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-0.2

-0.1

0

0.1

ω1*τ/(2π)

g N

Fig. 2.  Variation of instability frequency and 

growth rate with τ near ωni, taking 

b/ℓ=0.1 and different βs for P(0)=0, 

U(l)=0. (Similar to one in Ref. 2) 




  




 

  

     (19)

여기서 m=1,2,3,…이다. 식(19)는 여 히 결합되

어 있다. 왜냐 하면,

         
 

     

(20-a)

이고, 식(20-a)에서 u는 다음과 같기 때문이다.

 
 

∞

    

 
 

∞

    ′
  (20-b)

  따라서 식(20-a)를 평가할 때 기본모드(m=1)만

을 고려하여 식(19)을 단순화하는 방법이 제안되

었다.(2) Fig. 3은 β를 0.2로 고정하고 다양한 τ에 

하여 얻은 η1 와 dη1/dt을 보이고 있다. τ=0 인 

이스의 Fig. 3(a)는 교란이 일정한 경향을, gN

이 (-)인 Fig. 3(b)는 교란의 감소를, gN이 (+)인 

Figs. 3(c)와 (d)는 교란의 증가를 보인다. gN 크

기가 작은 Fig. 3(d)가 Fig. 3(c)에 비해 느리게 

증가하는 것을 찰할 수 있고, 이 모든 결과는 

Fig. 2의 결과와 일치한다.

4. 달매트릭스법

달매트릭스법은 완성된 음향시스템을 분석하

는 매우 유용한 기법이다.
(5)

 이 방법은 서로 다른 

단면과 측면분기의 다 섹션으로 구성되는 연소시

스템을 해석하는 경우 매우 이상 이다.
(7)

 

Richards 등은 연소시스템의 시스템방정식을 얻

기 해 이 방법을 사용하 고, 방정식은 모델의 

제어방정식으로 곧 변환하 다.
(3)
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(d) ωiτ/(2π)=2.0 
Fig. 3.  Variation of disturbance in combustion 

dynamic pressure with β of 0.2 and 

different values of ω1τ/(2π) shown in 

Fig. 2.

(a)

(b)

Fig. 4.  Combustor modeled as (a) 1D duct 

model and (b) 1D duct model with a 

side branch description.

 본 연구에서는 연소시스템을 모델링하기에 보

다 용이한 달매트릭스법을 개발하 다. 즉 연

소시스템을 시스템에 한 입력인  열원이 있

는 시스템 모델로, 한 연소라이 ( 는 덕트)의 

일부를 측면분기로 처리하는 등으로 재구성하

다. 개발된 방법이 술한 두 기존의 방법과 동

등하다는 을 보여 다. 

  Fig. 4는 Fig. 1의 1D 시스템을 두 하  요소

로 재구성한 결과를 보여 다. Fig. 4(a)는 형

인 모델을, Fig. 4(b)는 연소라이 의 왼편을 

측면분기로 묘사한 것을 보여 다. Fig. 4(b)에서

의 모델은 열방출에 의한 체 유량 입력 us를 시

스템 입력으로 간주할 수 있다. Fig. 4(a)의 시스

템에서 경계조건은 다음과 같이 주어진다.

                  (21)

  

  본 연구에서 개발한 측면분기를 이용한 달매

트릭스법을 용해 얻은 특성방정식은 식(15)와 

일치하 다. 따라서 본 연구에서 개발된 방법이 
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Parameter
Value

(1) in Fig. 4(a) (2) in Fig. 4(a)

Diameter, m 0.13335 0.13335

Length (b&(ℓ-b)),m 0.01270 1.39700

X-sectional area, m
2

0.013966 0.013966

Temperature, K 553.3 1811.1

Pressure, MPa 2.020 2.020

Density, kg/m
3

13.21 3.89

Ratio of specific heats 1.4 1.3

Mol. wt., kg/kg-mole 29 29

Sonic vel., m/s 462.7 821.6

Mean flow vel., m/s 7.64 25.93

Mach no. 0.01651 0.03156

Mass flow rate, kg/s 1.409 1.409

술한 두 기존의 방법과 동등하다는 을 확인

하 다. 이 때 개루  달함수(open loop 

transfer function) K는 다음과 같다.

      
       (22)

특성방정식  개루  달함수 식(22) 등의 유

도과정은 참고문헌 6에 상세히 기술된 차를 따

랐다.  

5. 사례연구  논의

 Fig. 1의 열원 후로 다른 온도를 유지하고 

있다면 특성방정식 식(15)은 다음과 같이 된다.

         

 
      (23)

한 개루  달함수 K는 다음과 같다.

        
        (24)

 일반 으로, 열병합발 용 가스터빈 연소시스

템은 공기  연료 공 을 포함한 연료주입기, 

화염, 연소실, 배기노즐 등의 네트워크로 구성되

어 있다.(3) Table 1은 시뮬 이션에 사용된 라

미터를 보인다. 표의 모든 형상  운  라미

터는 실 가스터빈 연소기의 표값이다.(3)

 시뮬 이션 결과인 Fig. 5에서 열입력 라미

터 β와 시간지연 τ에 의해 진동(연소불안정)의 

증가와 감소를 보여 다. 그림은 조사한 10차 모

드 결과  제한된 지면 계상 기본모드인 2차 

결과만을 보이고 있다. τ=0(그림에 미 포함)의 경

우 열입력의 변화는 단지 진동주 수만을 변화시

킨다는 것을 확인하 다.  

Table 1  Simulation parameters. [3]

 

(a) 1st mode

(b) 2nd mode

Fig. 5.  Variation of instability frequency and 

growth rate with τ for the root of 

Eq. (23) near the first two mode 

frequencies among ten.
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fN
1,2)  , Hz

An unstable case  
 (gN>0)

2)
A stable case   

(gN<0)
2)

ω1τ/(2π) τ, ms ω1τ/(2π) τ, ms

1.77 291.10 0.13 0.79 0.38 2.32

0.89 291.10 - - - -

1.18 582.21 0.2 0.41 0.58 1.18

0.89 582.21 - - - -

1.06 873.33 0.23 0.28 0.7 0.85

0.89 873.21 - - - -

1.01 1164.41 0.23 0.2 0.73 0.64

0.89 1164.41 - - - -

0.99 1455.30 0.23 0.16 0.75 0.51

1.06 1746.16 0.23 0.14 0.7 0.43

1) 
In the first case of gN=0

2) For β = 0.2

Table 2  Predicted combustion instability with 

traditional method.

 Table 2는 Fig. 5에서 표 으로 보인 시뮬

이션 결과를 요약한다. 첫 두 열의 데이터는 비

감쇠 이스인 gN=0에 한 결과이다. 다음 두 

열은 안정된 경우 즉 gN<0에서 ω1τ/(2π)  τ의 

값을 나타내고, 마지막 두 열은 불안정한 경우의 

값이다.

 연소 로세스가 제어시스템으로 표 되면, 나

이퀴스트 롯, 보데(Bode) 롯 는 루트로커

스 법 등의 확립된 해석기법들은 시스템의 안정

도분석 는 설계에 사용할 수 있다. 부분의 

제어시스템에서 이득이 특정한 값을 과하는 경

우 불안정해지는 패턴으로 작동한다. 이들 시스

템에서는  안정도를 결정하는 것 이외에 나

이퀴스트 롯은 안정 정도에 한 정량 인 정

보를 제공한다. 만약 시스템이 안정하다면, 해당

하는 나이퀴스트 곡선은 (-1,0) 을 감싸지 못한

다. 임계 으로 안정하다면(marginally stable), 

곡선은 이 을 지나고, 불안정하다면 이 을 

감싸게 된다. 한 안정한 시스템의 경우, 나이퀴

스트 곡선이 (-1,0) 에 가까워질수록 시스템은 

덜 안정하다는 것을 의미한다.(8) 

 Fig. 6은 조사한 사례에 해 얻은 보데  나

이퀴스트 롯이다. 첫 그림은 모델 연소시스

(a)

(b)

(c)

Fig. 6.  The open loop transfer function K of 

a model co-generation gas turbine 

combustion system studied; (a) Bode 

plot, (b) Nyquist plot of unstable one 

at the 1st mode, and (c) Nyquist plot 

of stable one at the 1st mode.
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No.
 , Hz

with Normal 
Mode Method

with Transfer 
Matrix Method

Difference 
(%)

1 291 291 0 (0.00)

2 582 583 1 (0.17)

3 873 874 1 (0.11)

4 1164 1165 1 (0.09)

5 1455 1456 1 (0.07)

6 1746 1748 2 (0.11)

Table 3  Comparison of resonant frequencies 

with the two methods.

템의 공진주 수를 제공할 수 있는 개루  달

함수의 보데 롯이다. Fig. 6(a)의 최  진폭

은 시스템의 공진주 수을 나타내며, 이 결과는 

Table 3에 정리되었다. 다음으로 기존방법에 의

한 안정한 것으로 알려진 조건에서 연소시스템이 

안정한 지 여부를 나이퀴스트 롯을 이용하여 

살펴보았다. Fig. 6(b)은 1차 모드의 불안정 이

스의(ω=291.10 Hz, τ=0.79 ms) 나이퀴스트 롯

으로 (-1,0) 을 감싸서 시스템이 불안정하다는 

것을 나타낸다. Fig. 6(c)의 경우는 (-1,0) 을 

감싸지 못해서 안정하다는 것을 나타낸다. Table 

3은 정규모드법과 본 연구에서 개발한 달매트

릭스법의 동등성을 나타내는 6개 공진주 수에서

의 비교 결과이다. 즉 측된 공진주 수는 기존 

방법에 의한 값과 잘 일치하고 있다. 

6. 결 언

 모드 형상을 가정한 정규모드법  Galerkin법 

등 두 가지 기존의 연소불안정 해석법을 검토했

다. 한 달매트릭스법을 토 로 한 새로운 해

석법을 개발하 다. 새 근법에서는 열원을 시

스템입력으로 모델링하는 측면분기 개념을 채택

하 다. 개발한 해석법에서는 연소 로세스를 피

드백 제어시스템으로 묘사할 수 있다. 따라서 본 

개발법은 달매트릭스법과 통 인 제어기법의 

장 을 모두 갖추고 있다. 복잡한 연소시스템도 

단순한 시스템과 동일하게 해석할 수 있다. 모델 

열병합발 용 가스터빈 연소시스템에 용하여, 

새로이 개발한 연소불안정 해석법이 기존의 정규

모드법과 동등한 결과를 보임을 확인하 다.

 

후   기

 본 연구는 지식경제부 에 지 리공단의 “한국

형 300 MW  IGCC 실증 랜트 운 기술 개발” 

과제의 일환으로 수행되었으며, 이에 감사드립니

다. 
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