
- 153 -

2009 한국암반공학회학술발표회 / 2009.3.26
 

내접구를 이용한 3차원 불연속 변형해석의 접촉문제 연구
안태영, 송재준(서울대학교)

초록 : 불연속변형해석(DDA)은 유한요소법(FEM)과 개별요소법(DEM)의 장점을 모두 가지고 
있는 해석법이다. 3차원 불연속변형해석의 안정성과 해석속도는 접촉찾기(Contact Detection) 

알고리즘과 벌칙스프링(Penalty spring)을 이용한 접촉처리 알고리즘에 의해 크게 좌우되는데, 

블록의 꼭지점(vertex) 간의 접촉이 발생할 경우, 적합한 접촉면을 결정하는 과정에서 많은 

해석오류와 시간적 손실이 발생할 가능성이 있다. 본 연구에서는 블록의 꼭지점에 내접하는 

구(inscribed sphere)를 삽입하여 가상의 접촉점과 접촉면을 생성하는 알고리즘을 연구하였다. 

이로 인해 발생할 수 있는 해석의 오차의 크기를 확인하고, 간단한 불연속 변형해석의 해석 

실례에 적용해 보았다.

1. 서론 
3차원 불연속 변형해석 기법은 최근 국제적으로 연구가 활발히 진행되고 있으나, 복잡한 

형태의 블록들 간에 발생하는 다양한 3차원 접촉 형태를 고려하기가 매우 까다롭다. 모든 

해석이 구(particle)와 면(wall)에 의해 진행되는 PFC3D 해석방법과는 달리, 다면체(polyhedron) 

형태의 개별 블록을 그대로 생성하여 해석하는 불연속변형해석의 경우, 접촉 모서리와 접촉면의 

형태에 따라 접촉찾기 및 접촉처리 과정이 매우 다양하고 많은 예외처리 과정을 포함해야 하기 

때문이다. 

3차원 불연속변형해석의 접촉문제를 개선하는 노력은 다양한 연구를 통해 이루어지고 있

는데, Keneti 등(2008)은 볼록한(convex) 블록에 대한 접촉의 형태를 블록간의 위치관계에 

따라 정의하는 방법을 제안하였고, Beyabanaki(2007)는 공통면(common plane)을 적용하여 

접촉찾기 과정의 효율을 높이는 방법을 제안하기도 하였다. Yeung(2007), Wu(2008)등은 모

서리끼리 접촉하는 블록에 대한 구체적인 접촉알고리즘을 연구하였다. 이와 같이 3차원 불

연속 변형해석의 접촉문제에 관한 연구가 진행되고 있으나 아직 상용화된 프로그램이 나오

지 못하고 있는 만큼, 여전히 접촉문제에 관한 보다 효과적인 알고리즘이 개발될 필요가 있

는 실정이다.

2. 3차원 불연속 변형해석의 접촉문제 
3차원 공간상에서 블록과 블록간의 접촉은, 면(face)과 면, 면과 모서리(edge), 면과 꼭지

점(vertex), 모서리와 모서리, 모서리와 꼭지점, 꼭지점과 꼭지점의 총 6가지 형태로 정의할 

수 있는데, 이중 면과 면의 접촉과 면과 모서리의 접촉은 다른 4가지 접촉의 합의 형태로 

구성되어 있다고 보고, 아래와 같이 4가지의 형태로 정의할 수 있다.
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   표 2.1  단순화된 3차원 블록의 4가지 접촉형태
점-점 접촉

(vertex-to-vertex)
점-모서리 접촉

(vertex-to-edge)
점-면 접촉

(vertex-to-face)
모서리-모서리 접촉

(edge-to-edge)

※ 모서리-면 접촉과 면-면 접촉은 상기한 4 형태 중 일부의 합으로 정의할 수 있다.

표 2.1의 4가지 접촉은 최종적으로는 하나의 점이 하나의 면을 접촉하는 것으로 해석된

다. 즉, 각각의 접촉형태를 정의한뒤, 정의된 접촉형태에 따라 가장 적합한 접촉면을 선택하

는 과정을 거쳐, 관통하는 점(penetrating point)에 대한 관통면(penetrated plane)에 벌칙 스

프링(penalty spring) 및 마찰력을 부여받게 되어, 수직 및 전단방향의 거동이 결정된다. 따

라서, 불연속 변형해석의 수치해석 과정에서 상기한 4가지 접촉의 형태는 최종적인 관통점

과 관통면을 정의하기 위한 중간과정이라 할 수 있다.

 관통점과 관통면이 결정되면, 관통점의 좌표와 변위 , 관통면상의 서로 다른 세 점의 

좌표와 각각의 변위,        를 이용하여 수직방향 및 전단방향의 접촉 스프

링에 의한 에너지 평형방정식을 전체 평형방정식에 추가한다(장현익, 2001). 

기존의 접촉해석 기법을 이용한 점-점 접촉의 경우, 위의 그림에서와 같이 한 접촉지점에 

대해서 해당 꼭지점을 포함하는 총 6개의 접촉면 중 하나를 선택하여 관통면으로 결정한다. 

그런데 6개의 접촉면 중 가장 적합한 관통면을 선택하는 것은 힘들뿐 만아니라, 6개의 접촉

면을 변경해가면서 해석을 수행하여 적합 관통면을 찾아야 하는 등, 접촉해석의 정확도와 

해석 시간을 요구한다. 또한 미세한 블록의 거동에도 접촉면이 갑자기 변하는 경우, 그로 인

한 벌칙스프링의 갑작스런 위치 및 관통 깊이(penetration depth) 변화로 인해 블록에 큰 힘

이 가해지는 등, 접촉의 안정성에도 크게 영향을 미친다. 특히 암반역학 분야의 지하 공간 

해석의 경우, 대부분의 해석대상이 지하 공간상에서 절리에 의해 발생된 블록들이 서로 맞

물려있는 것으로 입력된다는 점을 고려한다면, 대부분의 접촉의 형태는 점-점 접촉이므로, 

3차원 불연석 변형해석의 해석 효율에 결정적인 영향을 미친다고 할 수 있다.
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그림 3.1  4면체와 내접구

3. 내접구를 이용한 접촉 처리 기법 
Y. Ohnishi(2005)는 2차원 불연속 접촉해석 과정에서 다면체(polygon)가 아닌 원형입자

(elliptic elements)를 이용하여 해석을 하는 알고리즘을 개발한 바 있다. 이와 비슷한 과정으

로 3차원 불연속변형해석에도 구형 형태의 입자를 적용할 수 있겠으나, 실제 암반역학분야

의 해석대상에서 원형입자는 많지 않으며, PFC3D와 같은 형태의 원형입자를 적용할 경우, 

입자내부의 응력과 변형까지 고려한다는 점을 감안하면 해석에 필요한 메모리 및 해석시간

의 요구량이 현재의 컴퓨터 기술로는 감당할 수 있는 수준일 것이다. 

본 연구에서는 3차원 블록의 모서리에 내접하는 구를 삽입하여 블록간의 접촉에 해석에 

적용하는 방법을 연구하였다.

3.1 4면체에 접하는 내접구(inscribed sphere)
오른쪽 그림 3.1은 4면체와 그에 내접하는 구를 표현한 

것이다. Y.A. Fiagbedzi(2004)는 하나의 4면체는 오직 하

나의 내접구를 갖는 다는 것을 증명하였으며, 아래와 같은 

식으로 표현하였다.

4면체를 구성하는 4개의 평면을 아래와 같이 정의한다면,

           

이 4 평면에 의한 4면체에 내접하는 구의 반지름 과 

중심좌표 는 각각 아래 식 3.1과 3.2와 같다.

 
           ∙ 

     ∙
 

(식 3.1)

 
    (식 3.2)

식에 사용된 변수의 정의는 아래 식 3.3과 같다.

 









  
  
  

,   





     
     
     





,  and   












(식 3.3)
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3.2 내접구를 이용한 점-점 접촉과 점-면 접촉
3.1절에서 유도한 내접구의 중심좌표와 반지름을 3차원 블록상의 모서리에 적용하는 방법

은 그림 3.2와 같다. 우선 그림 3.2(a)와 같이 블록의 꼭지점을 구성하는 3모서리를 이용하여 

일정 크기의 벡터를 구하고, 그림 3.2(b)와 같이 3 벡터의 끝점의 좌표들과 꼭지점의 좌표를 

이용하여, 4 평면을 구성한다. 그 후 3.2(c)와 같이 구성된 4개의 평면에 내접하는 구를 식

(3.1)과 식(3.2)와 같이 얻을 수 있다. 접촉이 발생하는 모든 블록의 꼭지점에 이와같은 방법

으로 내접구를 삽입한다.

(a) 3 벡터 결정 (b) 4면체 구성 (c) 내접구 삽입
그림 3.2  블록의 모서리에 내접구를 삽입하는 과정

(a) 점-점 접촉해석 과정에서 
생성된 내접구와 가상접촉면

(b) 가상접촉면의 생성

그림 3.3  점-점 접촉의 내접구 및 가상접촉면 생성 

블록의 꼭지점끼리 접촉하는 점-점 접촉의 경우, 기존의 방법으로는 두 블록 중 하나의 

꼭지점이 다른 블록의 꼭지점을 포함하는 3개의 면중 가장 적합한 관통면을 선택해야 하지

만, 내접구를 삽입한 경우 두 내접구의 위치관계에 의해 가상의 접촉면을 생성할 수 있다. 

그림 3.3(a)와 같이 2개의 내접구가 위치할 때, 접촉면은 그림 3.3(b)와 같은 과정을 거처 생

성되도록 하였다. 두 내접구의 중심좌표와 반지름을 알면, 가상접촉면의 법선벡터   과 한
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점   을 알 수 있으므로, 과 같지 않은 임의의 벡터   를 생성하고, 이를 이용하

여  과 같은 점이 아닌 와 를 정의할 수 있다. 이를 이용하여 2장에서 언급

한 접촉스프링을 설치하면(장현익, 2001) 내접구에 의한 접촉해석 기법이 적용되는 것이다. 

점-점 접촉이 아닌 점-면 접촉과 점-모서리 접촉의 경우는 관통면은 실제 블록의 면을 

그대로 사용하되, 관통점은 꼭지점이 속한 블록에 삽입된 내접구에 의해 결정한다.

 

4. 알고리즘의 검증과 해석 예
4.1 자유낙하 실험을 통한 정확성 검증
세 변의 길이가 각각 10m인 정삼각형을 밑면으로 하고 높이가 20m인 사면체를 생성하

고, 사면체를 1m 높이에서 자유낙하 시키는 해석을 수행하였다. 이때, 내접하는 내접구의 

크기를 달리하면서 해석의 정확도를 수행하였다. 내접구의 크기는 꼭지점에서 생성하는 4면

체의 크기에 따라 결정된다. 그림 3.2(a)에서처럼 생성하는 3개의 벡터를 생성할 때, 실제블

록의 모서리의 길이에 대한 생성된 벡터의 크기의 비율을 R로 정의했을 때, R의 값을 각각 

0.02, 0.01, 0.001 의 3가지의 크기로 내접구를 생성하였다. 이 R값은 경험에 의해 결정된 값

으로써 내접구의 크기가 해당 값보다 커지면 해석의 오차가 커지고, 작아지면 한 스텝 내에

서의 허용변위의 크기보다 작아져 접촉을 찾고 정의하기가 힘들어지므로 적당한 범위 내에

서 결정하였다. 그림 4.1(a)은 본 실험에 대한 개념도로써 표현된 3개의 내접구는 R값이 각

각 1, 0.5, 0.1일 때의 내접구이며, 실제 해석에서 삽입된 내접구는 그 크기가 훨씬 작다.

(a) 면체 자유낙하 개념도 (b) 가상접촉면의 생성
그림 4.1  내접구 접촉해석을 이용한 불연속변형해석 예
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그림 4.1(b)는 총 300 스텝의 해석을 통해 얻어진 블록의 꼭지점의 높이 값을 비교한 그

래프이다. 그래프로 알 수 있듯이, 자유낙하한 4면체는 50스텝에 지면에 도달하였고, 이후 

넘어지기 시작하여 200스텝이 되어 바닥에 완전히 쓰러졌다. 

이때에 꼭지점이 지면에 얼마만큼의 관통을 허용하는지 확인하였다. 확인결과 R=0.001을 

적용하였을 때 최대 3.2cm의 관통을 허용하였고, R=0.01일 때 32cm, R=0.02일 때 65cm 의 

관통을 허용하였다. 블록의 지면낙하 직후 최대관통을 허용하고, 이후 블록이 쓰러지면서 관

통오차는 0으로 수렴함을 확인하였다. 블록의 높이가 20m 인 점과 대부분의 지하공간에서

의 블록간의 접촉이 위의 실험에서의 관통직후의 형태가 아닌 수렴 후와 같은 형태로 접촉

하고 있음을 감안한다면 충분히 허용가능한 오차라고 판단할 수 있다.

4.2 내접구를 적용한 불연석변형해석 예
내접구를 이용한 접촉기법을 적용하여 그림과 같이 간단한 블록모형을 해석하여 보았다. 

그림 4.2(a)와 같이 총 8개의 블록으로 구성된 간단한 블록모형을 만들고, 하단 받침에 해당

하는 한 개의 받침블록을 제거하였다. 그림 4.2(a)에는 총 52개의 접촉이 찾아졌으며, 그중 

하단 받침블록에서의 4개의 모서리-모서리 접촉과, 4개의 점-면 접촉을 제외한 나머지 44개

의 접촉은 모두 점-점 접촉이다. 이후의 해석과정에서 보듯이 총 접촉의 개수와 형태는 계

속 바뀌지만, 삽입된 내접구에 의한 접촉해석 알고리즘은 잘 작동함을 확인할 수 있었다.

  

(a) 받침블록 제거 직후 (b) 1,000 스텝 후의 거동

(c) 2,500 스텝 후의 거동 (d) 5,000 스텝 후의 거동
그림 4.2  내접구 접촉해석을 이용한 불연속변형해석 예
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5. 결론
본 연구를 통해 3차원 불연속 변형해석의 접촉해석 과정 중 블록의 꼭지점(vertex)에서 

접촉이 발생하는 경우, 꼭지점에 내접하는 내접구를 삽입하여 접촉해석을 수행하는 알고리

즘을 개발하였다. 개발된 알고리즘을 자유낙하 실험을 통해 그 정확도를 검증하고, 블록모형 

해석을 통해 적용된 알고리즘이 잘 작동함을 확인하였다.

내접구를 삽입하여 가상의 접촉점과 접촉면을 생성함으로써, 기존의 접촉해석과정이 가지

고 있던 해석시간의 비효율성과 접촉면의 갑작스러운 변화로 인해 발생하는 해석의 불안정

성을 개선할 수 있는 만큼, 향후 3차원 불연속변형해석의 접촉해석 알고리즘이 가지고 있는 

복잡한 문제들을 해결할 수 있는 좋은 알고리즘이 될 수 있을 것이다.
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