
한국정밀공학회 2009 년도 추계학술대회논문집  

 섭동법에 의한 철도차량 윤축의 임계속도 추정 
Limit Speed of Railway Vehicle Wheelset by Perturbation Method 

*유원희1,  #신유정2 , 박준혁3, 허현무3 , 김남포3  
*W. H. You1, # Y. J. Shin(yjshin@krri.re.kr)2 , J. H. Park3, H. M. Hur3, N. P. Kim3

1 한국철도기술연구원, 2한국철도기술연구원(과학기술연합대학교대학원), 3한국철도기술연구원 

 
Key words : Perturbation, Railway vehicle, Wheelset, Limit speed 

 
1. 서론 

 
철도차량의 동력학적 특징 중의 하나는 비선형 특성이 

강하다는 것이다. 비선형 특성이 강한 이유는 우선, 질량의 
변화가 매우 크고, 이로 인하여 현가장치의 특성이 선형의 
한계를 벗어나게 되며, 아울러 차륜/레일 접촉에서 비선형

성을 가지게 된다는 것이다. 그러나 이러한 비선형성보다 
더 주목해야 하는 것은 철도차량 윤축의 임계속도에 영향

을 주는, 다시 말해서 윤축의 횡방향 운동에 제한을 가져

오는 차륜 플랜지의 영향이다. 차륜 플랜지는 차륜이 차륜

이 레일을 벗어나 탈선을 하지 않도록 윤축의 횡방향 운동

을 제한하는 역할을 한다. 그러나 차륜의 플랜지로 인하여 
비선형적인 차륜/레일의 접촉기하학의 문제가 발생된다. 

철도차량 윤축의 임계속도에 대한 연구는 오래 전부터 
연구되어 왔다.[1],[2],[3] 이 연구들은 주로 비선형문제에 대한  
해결방법 중의 하나로 Shooting Method나 Bogoliubov 
Averaging Method와 같이 적분방정식에 근거한 다소 어려운 
수학적 접근 방법을 사용하였다. 최근에 이르러 최근에 이
르러 Wagner[4]는 Duffing Oscillator의 예를 들면서, 동력학적 
시스템의 비선형 특성이 대부분 선형시스템의 고유진동수 
주위에서 발생한다는 점에 착안하여 Harmonic Balance 방법

을 사용함으로써 비교적 간단히 윤축의 임계속도를 찾아내

는 방법을 발표하였다. 이러한 연구들의 기초는 모두 이미 
오래 전에 Nayfeh[5]에 의해 이룩된 것이었다. 

본 연구에서는 Wagner의 연구를 바탕으로 Dukkipati[6]가 
제안한 윤축의 동력학적 식에 적용하여 검토해 보고자 하
였다.   

 
2. Duffing scillator  O 

조화가진력 하에 있는 Duffing oscillator 의 운동방정식은 

다음과 같다. 

 

          (1) 

여기서 는 무차원 시간 τ에 대한 미분을 나타내며, C

는 무차원 댐핑, σ는 무차원 조화가진력의 크기, η는 선

형시스템의 고유진동수와 가진주파수의 비를 나타낸다. 3

차 비선형 항은 로서 매우 작은 값이다. 

식(1)의 근사해를 섭동법에 의해 구하는 방법은 Nayfeh
에 위해 잘 알려져 있다.[5] 가장 중요한 것은 공진의 경우

이다. 즉, 가진에 비해 응답이 매우 큰 경우를 고려한다. 

댐핑이 작은 경우 식(1)은 다음과 같이 고려될 수 있다. 

 

   

(2) 

Lindstedt-Poincaré 방법에 의해 다음과 같은 Series 

Expansion 을 사용한다. 

 

,           (3) 

여기서  이다. 식(3)을 식(2)에 대입하여 0 차 

항의 해 를 구하기 위해 1 차 항의 Secular 항을 0 으로 

하면 다음과 같이 얻을 수 있다. 

 

       (4) 

여기서 크기 는 다음 식으로부터 얻을 수 있다. 

 

   (5) 

식(5)의 해는 잘 알려진 바와 같이 Fig. 1 에 나타나 

있다. (단, C=0.02, ε=0.001, σ=1.0) 

 

 

Fig. 1 Duffing Oscillator 의 정상해(크기 A) 

 

이 그림을 보면 두 수직선 사이의 영역은 불안정 영역

에 속함을 알 수 있다. 이제 이 개념을 바탕으로 철도차량 

윤축의 임계속도를 구한다.  
 

3. 철도차량 윤축의 임계속도  
철도차량의 윤축은 주행 중 탈선방지를 플랜지를 갖고

있으며, 이 플랜지에 의해 횡방향의 운동은 제약을 받게 
된다.  
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형성을 5 차 방정식

으로

도차량 윤축의 운동방정식은 일반적으로 다음과 같다. 
 

Fig. 2 Flange contact force and wheelset lateral displacement 
따라서 횡방향의 힘은 Fig. 2 에서 보는 바와 같이 비선

형성을 갖게 되는데, 여기서는 그 비선

 표현하여 섭동법을 적용하였다. 
철

     (6) 

  (7) 

 r

2a= L=1 =4M

속도이며, 나

머지 파라미터는 Fig. 3 에 보는 바와 같다. 

 

Fig. 3 Model of railway wheelset 

 방법을 적용하면 다음과 같은 근사

해를 얻을 수 있다. 

 

여기서 m=1600kg, I2=100kgm , I3
3=900kgm , 0=0.46m,  

δ

3

0=0.05, 1.435m, .0m, kx=ky N/m, fn=56kN, 

f11=14MN, f22=11MN, f23=f33=0, a1=-1.6E11N/m
3, 

a2=1.6E15N/m
5 이다. 여기서 m은 윤축의 질량, I2 및 I3는 

윤축의 축방향 및 수직방향의 관성모멘트, fn은 축중, fij 

는 Kalker의 선형크립계수 이다. V는 차량의 

 

 

 Harmonic Balance

           (6) 

. 식 (6)과 (7)을 다시 쓰면 

다음과 같이 간단히 표현된다. 

 

 

여기서 A, B, C 및 각속도 ω는 미지의 수이다. 위상 

α 는 임의의 수로서 A, B, C 및 ω가 계산되면 식(6)은 임

의의 α 에 대해 근사해가 된다

   (7) 

 정리하면 다음과 같이 자소 복잡한 식을 얻을 수 

있다.  

 

식(7)에 대해 Harmonic Balance 을 적용하여 고차항을 

무시하고

 (8) 

  (9) 

여기서,  

        (10) 

S1 과 S2 사이의 속

도에서는 불안정성이 존재하게 된다. 

 

 

Fig. 4 Hopf bifurcation of railway wheelset 

 
4. 결론 

 실험치와 비

교되어 그 신뢰성이 입증되어야 할 것이다. 
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이다. 이 식들을 가지고 윤축의 임계속도를 구하기 
위해는 우선 임의의 속도에 대해 식(8)을 만족하는 각속도 
ω를 구한다. 구해진 ω에 대해 식(10)을 만족하는 크기 A

를 구한다. 이 방법에 의해 구한 임계속도는 Fig. 4 와 같

다. 속도 S1(138.3m/sec)은 비선형 임계속도이며, 속도 S2 

(146m/sec)는 섬형임계속도이다. 즉, 

 

 

 

본 연구를 통해 비교적 간단한 방법으로 철도차량 윤축

의 임계속도를 구할 수 있음을 알게 되었다. 본 연구에서 

사용된 방법을 통해 구해진 임계속도는 추후
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