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<그림 1> Multi-line power system

Abstract -  According to recent researches, apparent power in 
non-sinusoidal single phase system can be represented with 
geometric algebra. In this paper, the geometric algebra is 
applied to apparent power defined in a multi-line system 
having transmission lines with frequency-dependent 
resistances under non-sinusoidal conditions.

1. 서    론

  피상 력과 무효 력의 개념은 교류를 발견한 후 곧 정립되기 
시작하 다. 단상 정 에서나 정  칭 3상에서의 피상 력
과 무효 력의 개념은 매우 명확하여 논란의 여지가 없다. 그러
나 고조 가 포함되거나 불평형 다상 교류에서의 무효 력 개념
은 오랫동안 논란의 상이었다. 최근 들어 논란은 어느 정도 정
리되어 Buchholz의 이론이 다수에 의해 받아들여지고 독일의 표
인 DIN 40110과 미국의 표 으로 볼 수 있는 IEEE std. 1459
에 반 되었다 [1]. Buchholz 이론은 력선 각 상(선)의 항이 
동일하다는 가정 하에 만들어졌다고 볼 수 있다. 각 상(선)의 
항이 동일하지 않은 경우에 하여서도 연구되었고 나아가 력
선의 항이 주 수에 한 의존성이 있는 경우의 연구도 있었
다 [2].
  단상정  시스템에서 유효 력과 무효 력을 동시에 표 하
는 방법으로 복소 력이 일 부터 도입되어 리 사용되었다. 고
조 가 포함되거나 다상 비 칭/불평형에서는 모든 직교 성분의 
cross product term이 피상 력을 만든다는 것은 일 이 알려졌
고 단상정 에서 정의된 복소 력 만으로는 이런 경우의 피상
력 구성을 표 하기에는 부족하다. Clifford 이론  geometric 
algebra를 응용하면 단상 비정  계통에서 피상 력의 cross 
product term을 표 할 수 있음이 최근에 알려졌다 [3], [4].
  본 논문에서는 [2]에서 정의된 력선의 항이 주 수에 한 
의존성이 있는 다선식 경우에 피상 력을 geometric algebra로 
표 해 보았다. 이 피상 력은 주 수 역에서 표 된 많은 이
론들에서 정의된 피상 력을 포함하는 것이므로 주 수 역에
서 표 되는 많은 이론에서 geometric algebra가 사용될 수 있음
을 뜻한다.

2. 본    론

  2.1 Geometric Algebra.
  력이론의 응용에는 geometric algebra의 체보다는 매우 
은 부분만을 사용한다. geometric algebra는 multi-vector의 정의
로 시작할 수 있다. multivector는 scalar 량과 vector량의 합으로 
표 된다. multivector가 정의되면 일반 으로 vector에서 정의되
던 내 (inner product)과 외 (outer product) 외에 geometric 
product를 정의할 수 있다. 두 vector a와 b의 geometric 
product는 다음과 같이 정의한다.

ba^baab +⋅=        (1)

여기서 · (dot)은 내적을 ^은 외적을 나타낸다. 외적으로 표현된 
부분은 bivector라고 부른다. 이와 같이 임의의 두 vector의 
geometric product는 multivector로 표현된다. 직교하는 
(orthogonal) 두 벡터의 geometric product는 외적과 동일하다. 
multivector A의 scalar 부분을 <A>0, bivector 부분을 <A>2로 
나타내고 이를 이용해 multivector의 reverse A!를 다음과 같이 
정의한다.
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그리고 multivector A의 norm ||A||은 다음과 같이 주어진다.

0
!><= AAA        (3)

이외에 벡터에 련되는 내용, 즉 내 , 외 과 norm은 일반 인 
정의나 법칙을 따른다.

  2.2 Non-sinusoidal Power Theory
  주 수 역에서의 력이론은 압과 류의 퓨리에 수 
개를 사용한다. 그림 1에 주어진 력 시스템에서 l번째 선(도체)
의 압과 류가 다음과 같이 주어지면  
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여기서 l은 선 번호이고 k는 고조  차수이고 

tkVv klkl 112,12, sin2 ω−− = ,        (5a)

tkVv klkl 12,2, cos2 ω= ,       (5b)

tkIi klkl 112,12, sin2 ω−− = ,        (5c)

tkIi klkl 12,2, cos2 ω= .       (5d)

압벡터와 류벡터를 다음과 같이 정의한다.
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el,j는 기본벡터이다. 홀수 j  는 (j+1)/2 차 정 고조 를 나타내고 
짝수 j는 j/2 차 여 고조 를 나타내고 (0)은 직류를 나타낸
다. 류벡터의 가 치는 압벡터의 가 치의 역수이다. 이들 
벡터를 사용하여 multivector 력 S는 다음과 같이 압· 류 
벡터의 geometric product로 정의된다.
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고조 차수
정규화 실효 류 

(I)
정규화 

무효 력 (3VI)
정규화 

피상 력 (3VI)

5 1.808 0.299 1.044

47 1.955 0.524 1.129

VIS ≡        (7)

multivector 력의 scalar 부분은 다음과 같이 평균 력 P가 된
다. 평균 력은 유효 력이라고도 불린다.
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multivector 력의 bivector 부분은 다음과 같이 무효 력의 벡
터형 표 이 된다. 즉 이것의 norm이 무효 력이 된다. 
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여기에는 다음의 계가 사용되었다.
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이 bivector의 norm이 [2]에서 정의한 무효 력 Q가 된다.
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이 식의 호내의 부분은 Buchholz 이론에 해당되는 [5]에서는 
sub reactive power로 불렸다. multivector 력의 norm은 피상
력 S가 된다.

eeIV====≡ !!!!!)( IIVVVVIIVIVIVIS   (12)

Ve와 Ie는 각기 실효 압과 실효 류라 불리며 압벡터 V와 
류벡터 I의 norm이다. 식 (6)에서 r은 기 항으로 기 항에 
실효 류가 흘러 발생하는 력손 rIe

2
은 그림 1의 실제 력 시

스템에서의 력손실과 같다.
  무효 력이 이 되는 경우는 압벡터와 류벡터가 서로 
collinear할 때이다. 즉 가 치가 고려된 압과 류의 공간-스
펙트럼 상 분포(spatiospectral distribution)가 서로 일치할 때이
다. 무효 력이 인 조건은 (9) 는 (11)에서 다음과 같이 구해
진다.
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무효 력이 (0)이며 평균 력 P를 만드는 최 인 상태의 류
는 다음과 같이 주어진다.
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  2.3 Example
  논의한 이론을 3상 3선식 비정  시스템에 용해 보자. 복잡성을 
이기 해 원은 상 압의 실효치가 V인 정  칭 3상으로 하고 

부하는 평형 3상에 한가지 고조 만 칭으로 기본 의 20%를 포함시
키자. 선로의 항은 표피효과로 인해 다음과 같이 주 수의 제곱근에 
비례한다고 가정하자.
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1번 선의 압이 다음과 같으면

tVvs 11 sin2 ω=        (16)

압벡터는
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1번 선의 류가 다음과 같으면 

tkItIi 111 cos22.0sin2 ωω +=        (18)

류벡터는

)332(1.0

)332(5.0

2,312,32,212,22,1
4/1

2,31,32,21,21,1

kkkkkIk

I

eeeee

eeeeeI

+−−−+

+−−−=

−−   (19)

multivector 력 S는 (7)과 같이 VI로 주어지는데 이의 scalar 
부분은 평균 력 P로 다음과 같이 주어진다.

     VIVIP 3)31314(25.00 =++++=⋅=>=< IVS        (20)

무효 력을 나타내는 bivector 부분은 
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무효 력은

4
1
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피상 력은

kVIS 04.013|||| +== S       (22)

고주  차수가 k=5, 47인 경우의 무효 력, 피상 력을 표 1에 
나타내었다. 같은 크기의 고조 라 하더라도 고조  차수가 높으
면 표피효과로 인해 손실이 커지는 것이 반 되어 무효 력이 
크게 나타났다.

 <표 1> 고조파 차수에 따른 실효전류, 무효전력 및 피상전력

3. 결    론

   본 논문에서는 geometric algebra를 력선의 항이 주 수 
의존성을 갖는 계통에서 정의된 력 이론에 용하여 multi- 
vector 력을 정의하 다. multivector 력의 scalar 부는 평균
력을 나타내며 bivector 부는 무효 력을 벡터형으로 나타낸다. 
bivector 부의 norm은 무효 력을 나타낸다. 이로써 주 수 역
에서 정의되는 부분의 력이론에서의 피상 력은 geometric 

algebra로 표 할 수 있음을 확인하 다. 
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