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이차모멘트 난류모델을 사용한 Rayleigh-Benard 자연 류 유동 해석
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This paper reports briefly on the computational results of a turbulent Rayleigh-Benard convection with the 
elliptic-blending second-moment closure (EBM). The primary emphasis of the study is placed on an investigation of 
accuracy and numerical stability of the elliptic-blending second-moment closure for the turbulent Rayleigh-Benard 
convection. The turbulent heat fluxes in this study are treated by the algebraic flux model with the temperature 
variance and molecular dissipation rate of turbulent heat flux. The model is applied to the prediction of the 

turbulent Rayleigh-Benard convection for Rayleigh numbers ranging from 6
102×=Ra to 9

10=Ra , and the computed 
results are compared with the previous experimental correlations, T-RANS and LES results. The predicted 

cell-averaged Nusselt number follows the correlation by Peng et al.(2006) ( 286.0
162.0 RaNu = ) in the ‘soft’ convective 

turbulence region ( 76
104102 ×≤≤× Ra ) and it follows the experimental correlation by Niemela et al. (2000) 

( 309.0
124.0 RaNu = ) in the ‘hard’ convective tubulence region ( 98

1010 ≤≤ Ra ) within 5% accuracy. This results show 
that the elliptic-blending second-moment closure with an algebraic flux model predicts very accurately the Rayleigh 
Benard convection.

Key Words : 난류자연 류(Turbulent Natural Convection), Rayleigh-Benard 유동 (Rayleigh-Benard Convection), 이차모멘트 

난류모델(Second-Moment Turbulence Model)

1 정회원, 한국원자력연구원

* Corresponding author, E-mail: skchoi@kaeri.re.kr

1. Introduction

Rayleigh-Benard 자연 류 유동은 바닥 벽이 고온이고 상부 

벽이 온인 두 평형한 벽사이의 유동을 의미한다. 이 유동은 

공학이나 환경학의 분야들에 매우 요하여 많은 연구가 수

행되어 왔고, 기존의 수치 , 실험  노력들은 Kenjeres[3]의 

논문에 잘 정리되어 있다. Rayleigh-Benard 자연 류 유동은 

큰 셀 모양의 유동(cellular motion)으로 특성지어진다. Rayleigh 

수가 상 으로 을 때에는 이러한 셀 모양의 유동이 실험

으로나 수치  계산으로 명확히 찰될 수가 있으나, 

Rayleigh 수가 클 때에는 실험 으로 알려진 것이 매우 다. 

우리는 수치  해법을 통하여 자세한 열  유동정보를 얻을 

수 있으나, 문헌에 보고된 수치  결과를 보면 직 수치모사

법(DNS:Direct Numerical Simulation)을 사용하여 계산할 수 있

는 최  Rayleigh 수는 8
10≈Ra  근처이고, 9

10≈Ra 보다 큰 경

우에 한 와동모사법(LES:Large Eddy Simulation) 결과는 

아직 문헌에 보고되지 않고 있다. 공학 으로 요한 

Rayleigh-Benard 자연 류 유동은 최소한 10
10≈Ra 보다 크다.  

Rayleigh 수가 크면 상부  하단 벽에서의 열 달이 벽면에 

인 한 매우 좁은 경계층(boundary layer) 내부에서 일어나므

로 수치  정확도를 확보하려면 많은 수의 수치격자가 필요

하다. 문헌에 보고된 부분의 수치  연구는 DNS나 LES 방

법을 사용하고 있고, 그들의 수치해는 Rayleigh 수가 은 경

우의 유동에 국한된다. 실험 으로도 Rayleigh 수가 큰 유동에 

하여서는 자세한 유동의 정보를 얻을 수 없기 때문에 부

분의 자들은 평균 Nusselt 수와 Rayleigh 수의 열 달 계

식 )Pr( ba
cRaNu ≈ 을 구하는데 노력을 바쳐왔다.

Rayleigh 수가 큰 Rayleigh-Benard 자연 류 유동에 한 해

석이 가능한 난류모델(RANS : Reynolds Averaged 
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Navier-Stokes equation) 방법을 사용한 경우는 매우 제한 이

고, 주로 Kenjeres 와 Hanjalic[4-7]에 의해 수행되었다. 이 

자들은  Reynolds 수 θεθε −−−

2
k  난류모델을 사용하 다. 

이 모델에서 난류열유속(turbulent heat flux)을 처리할 때 온도 

분산(variance)항 ( 2
θ )과 분자 소산항(molecular dissipation 

term) ( θε )을 포함하 다. 우리가 난류 Rayleigh-Benard 자연

류 유동을 해석 할 때 난류모델의 향을 악할 수 있으면 

매우 유용할 것이다. 최근의 난류모델 개발 황에서 요한 

두 연구는 Durbin[9]의 타원-완화 모델과 (elliptic relaxation 

model)와 Manceau and Hanjalic[8]의 타원-혼합 모델

(elliptic-blending model)일 것이다. Durbin[9]의 타원-완화 모델

은 매우 복잡하여 사용이 어렵다. 반면에 Manceau and 

Hanjalic[8]의 타원-혼합 모델은 사용이 간편하고, 수치격자의 

향이 다고 알려져 있다. 이 모델은 Manceau[10] 와 

Thielen et al.[11] 등에 의하여 수정되어 더 정확하고 간편한 

모델로 발 되어 왔다. 본 자들은 이 모델을 두 벽면사이 

공동에서의 단유동[12]과 열성층 유동[13]에 용하여 시험

한 결과, 기존의 이층모델(two-layer model)[14], 단응력 달

모델(shear stress transport model)[15] 과 fv −

2
 모델[16] Dol 

and Hanjalic[17]의 이차모멘트 난류모델들 보다 우수한 해를 

산출하 다. 본 연구에서는 이러한 기존의 연구결과를 바탕으

로 타원-혼합 모델을 사용하여 난류 Rayleigh-Benard 유동을 

해석하여 이 난류모델의 성능을 평가하고자 한다.

본 연구에서는 2차원 방법을 사용하 다. 2차원 모델이 시

간 평균한 유동변수들과 국부열 달계수의 변화를 잘 모사할 

수 있으면 복잡하고, 계산시간이 많이 소요되는 3차원 해석법

을 신할 수 있을 것이다. Kenjeres와 Hanjalic[4]은 2차원 유

동해석법을 사용하 는데 시간 평균한 유동변수들, 난류변수

들 뿐 아니라 유동형태와 국부열 달계수들이 실험 는 

DNS 해석결과와 잘 일치함을 확인하 다. Kenjeres 와 

Hanjalic[4]은 한 기존의 2차원 해석법을 사용한 Goldhirsh et 

al.[18], Isshieatari et al.[19]  Paolucci[20]의 계산결과들이 실

험에서 측된 roll의 형성 과정을 잘 모사하고, 그에 한 물

리학  측을 충분하게 설명함을 찰하 다. 이러한 기존의 

연구결과들을 바탕으로 본 연구에서는 계산시간이 과다하게 

소요되는 3차원 해석법을 신하여 2차원 해석법을 사용하

다.

본 연구에서는 타원-혼합 이차모멘트 난류모델을 사용하여 

난류 Rayleigh-Benard 유동을 해석할 때 해석결과의 정확성과 

수치  불안정성에 하여 연구하고자 한다. 6가지 서로 다른 

Rayleigh 수의 경우에 한 수치해석을 수행하여, 수치결과를 

기존의 실험  수치결과와 비교하고자 한다.

2. 지배방정식

타원-혼합 이차모멘트 난류모델을 사용하여 수치해석을 수

행할 때 질량, 운동량, 에 지  난류변수들에 한 지배방

정식들은 다음과 같다;
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이다. 본 연구에서는 Eq. (3)에 있는 난류열유속(turbulent heat 

flux) i
uθ 는 다음의 수열유속모델을 사용하 다[6].
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여기에서 6.0,6.0,2.0 === ηξθC , 
4

107
−

×=icC θε  이고 

75.0=RR 이다.

경계조건으로는 벽면에서 속도성분들은 no-slip 조건을, 온

도에 하여서는 등온조건을 사용하 다. Reynolds 응력들과 

온도 variance는 벽면에서 (zero)이다. 그리고 계산 역이 x-

방향으로 무한하다고 가정하여 x-방향 양 끝, 즉 0=x  와 

Lx = 에서는 칭조건을 사용하 다.
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3. 결과  토의

Rayleigh-Benard 유동의 형 인 경우의 하나로 길이의 비

가 8:1이고,  벽이 고온이고 아래 벽이 온인 직사각형 공

동 내부에서의 자연 류 유동에 하여 고찰하고자 한다. 수

직방향으로 82개의 비균일 격자를 사용하 고, 벽면 근처에서

의 최소 길이는 
4

104/
−

×=Δ Hy 로 하 다. 여기에서 H 는 두 

평면사이의 거리이다. 수평방향으로는 127개의 균일한 격자를 

사용하 다. 계산은 6가지 상이한 Rayleigh 수 ( 6
102× , 7

10 , 

7
104× , 8

10 , 8
105× , 9

10 )에 하여 수행하 다. 유한체 법을 

사용하 고, 속도와 압력의 연계(coupling)는 SIMPLE 알고리

즘[21]으로 처리하 다. 류항 처리법으로는 고차유계해법

(higher-order bounded scheme) 의 하나인 HLPA 해법[22]을 사

용하 다.

Fig. 1은 Rayleigh 수가 7
10=Ra 와 9

10=Ra 인 경우 계산된 

속도벡터와 유선의 형태를 보여 다. Rayleigh 수가 7
10=Ra

인 경우에는 9개의 roll이, 9
10=Ra 인 경우에는 7개의 roll이 

존재함을 찰할 수 있다. 앙에 1개의 roll이 존재하고 나머
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(a) 7
10=Ra

(b) 9
10=Ra

Fig. 2 The predicted local Nusselt number for 7
10=Ra and 

9
10=Ra

(a) Velocity vector for 7
10=Ra

(b) Streamlines for 7
10=Ra

(c) Velocity vector for 9
10=Ra

(d) Streamlines for 9
10=Ra

Fig. 1 The predicted velocity vectors and streamlines for 7
10=Ra

and 9
10=Ra

지 roll들은 이 앙에 치한 roll에 하여 칭임이 찰된

다. 그리고 두 경우 모두 roll의 수가 홀수(odd number)이다. 

Kenjeres 와 Hanjalic[4]의 계산에서는 roll의 수가 짝수(even 

number) 다. 그들의 계산에서는 7
10=Ra 인 경우 roll의 수가 

8개 으며 x-방향 심선에서 칭인 형태로 roll이 형성되었

다. 본 자들의 시험계산에서는 roll의 수와 형태는 계산에 

사용된 수치해법, 기  경계조건과 Rayleigh 수에 의존함을 

찰할 수 있었다. 그러므로 본 연구에서는 이러한 상에 

하여 구체 인 결론을 내릴 수 없었다. 그러나 계산된 국부

인 Nusselt 수(local Nusselt number)는 roll의 형상에 크게 의존

하 으나 평균 Nusselt 수(overall Nusselt number)의 크기는 roll

의 크기와 형상에 거의 무 하 다. Kenjeres 와 Hanjalic[4]의 

계산과 동일하게 Rayleigh 수가 증가하면 roll의 크기도 증가

함을 찰할 수 있다.

Fig. 2는 Rayleigh 수가 7
10=Ra 와 9

10=Ra 인 경우 고온  

온 벽에서의 계산된 국부 Nusselt 수의 분포를 보여주고 있

다. 잘 발달된 roll의 구조는 고온  온 벽에서의 국부 

Nusselt 수가 격하게 변하게 한다. 국부 Nusselt 수의 크기와 

장는 roll의 구조와 깊은 연 이 있다. 이들 그림에서 찰

할 수 있는 것은 국부 Nusselt 수의 최 값은 유동이 벽과 충

돌하는 치(impinging point)에서 일어나며, 최소값은 유동이 

벽으로부터 떨어져 나가는 치에서 일어난다. 국부 Nusselt 

수의 크기와 장은 Rayleigh 수가 증가하면 증가하고, 그래서 

roll이 수평방향으로 늘어난다. 국부 Nusselt 수의 격한 변화

는 유동이 벽과 충돌하는 치에서 일어나며, Rayleigh 수가 

커질수록 ( 9
10=Ra ) 더 뾰족해진다. 한 국부 Nusselt 수의 

모양은 유동이 벽으로부터 떨어져 나가는 치에서는 

Rayleigh 수가 증가할수록 더 무디어진다.

본 연구의 계산결과를 실험결과나 다른 DNS나 LES 결과

와 상세하게 비교하기가 어렵다. 왜냐하면 Rayleigh 수가 큰 

역에서 그러한 연구결과가 문헌에 보고되어진 것이 없기 

때문이다. 산코드를 검증할 수 있는 유일한 방법은 시간 평

균된 Nusselt 수를 실험에서 구한 상 식과 비교하는 것이다. 

그러나 Nusselt 수와 Rayleigh 수  Prandtl 수와의 상 식

)Pr( ba
cRaNu ≈ 에 한 많은 논쟁이 있어 왔다. DNS나 LES 

 실험으로부터 구한 많은 상 식들은 Kenjeres [3]  

Kenjeres and Hanjalic[4]에 잘 요약되어 있다. 연구의 기에는 

3/1
RaNu ≈ 의 계식이 제안되었으나, Wu 와 Libchaber [23]는 

이 상 식은 Rayleigh 수가 은 역에서만 사용할 수가 있
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(a) Present study

(b) Kenjeres and Hanjalic[6]

Fig. 3 The predicted overall Nusselt number versus Rayleigh
number

Rayleigh number 6
102×  

7
10  

7
104×  

8
10  

8
105×  

9
10  

Niemela et al. (2000) 10.98 18.05 27.70 36.76 60.45 74.89 

Peng et al. (2006) 10.27 16.27 24.19 31.44 49.82 60.75 

Present 10.22 16.52 24.72 33.74 59.67 76.63 

Deviation from Niemela et al. 6.92% 8.48% 10.76% 8.22% 1.29% 2.32% 

Deviation from Peng et al. 0.49% 1.53% 2.19% 7.32% 19.77% 26.14% 

Table 1 Comparison of the overall Nusselt number between the 
present results and previous experimental correlations 
and LES results

다고 주장하 다. 이 역( )104 7
×≤Ra 을 ‘soft’ 난류 역이라

고 부르고, 이것보다 큰 역( )104 7
×≥Ra 을 ‘hard' 난류 역이

라 부른다. 과거 부분의 자들은 의 2 역에서의 평균 

Nusselt 수를 하나의 상 식으로 표 하려고 하 다. 

Fig. 3(a)는 평균된 Nusselt 수의 Rayleigh 수에 한 상

계를 본 연구의 결과와 Peng et al.[1]의 LES에 의한 상 식

( 286.0
162.0 RaNu = )  Niemela et al.[2]의 실험상 식

( 309.0
124.0 RaNu = )과 함께 보여주고 있다. 이 그림은 본 연구

의 계산결과가 'soft' 난류 역( )104 7
×≤Ra 에서는 Peng et al. 

[1]의 상 식과 일치하고, 천이 ( )104 7
×=Ra 을 지나면 Peng 

et al.[1]의 상 식에서 벗어나기 시작하여 ‘hard' 난류 역

( 98
1010 ≤≤ Ra )에서는 Niemela et al.[2]의 실험상 식과 일치함

을 찰할 수 있다. 본 자들의 지식으로는 지 까지 문헌상

에 보고된 어떠한 수치연구나 실험연구도 이러한 상을 보

고한 이 없다. Rayleigh 수가 을 때에는 실험  어려움으

로 충분히 조 한 격자를 사용한 Peng et al.[1]의 LES 결과가 

Niemela et al.[2]의 실험결과 보다 정확하다고 추정할 수 있

다. 그러나 Fig. 3(a)에서 찰할 수 있는 바와 같이 그 차이

는 매우 다. Fig. 3(b)는 Rayleigh 수가 98
1010 ≤≤ Ra 인 역

에서는 본 연구의 계산결과가 조 한 격자(256×128×256)를 사

용한 Kenjeres 와 Hanjalic[6]의 LES 계산결과와 거의 동일함

을 보여주고 있다. Kenjeres 와 Hanjalic[6]이 Rayleigh 수가 

7
10=Ra 보다 은 역에서 LES 계산을 수행하지 않는 것은 

유감스러운 일이다. Fig. 4는 Kenjeres 와 Hanjalic[4]의 이차원 

계산결과가 'soft' 난류 역에서도 Niemela et al.[2]의 실험결과

와 일치함을 찰할 수 있다. 이 자들은 Launder 와 

Sharma[24]의  Reynolds 수 ε−k  모델을 사용하 다. Fig. 1

에서 찰할 수 있는 바와 같이 ’hard' 난류 역에서 보다 

’soft' 난류 역에서 벽과 충돌하는 역이 많다. 그리고 ε−k  

난류모델이 벽과 충돌하는 역(impinging stagnation region)에

서 난류에 지를 과다하게 측하는 것은 잘 알려진 사실이

다. Fig. 4에서 ε−k  난류모델이 ‘soft' 난류 역에서 Nusselt 

수를 약간 과 하게 측하는 것은 이것이 원인이라고 추정

된다. Rayleigh 수가 증가하면 벽과 충돌하는 역이 어지

고, ε−k 모델에 의한 결과와 본 연구의 결과와 거의 동일해

짐을 찰할 수 있다. Thielen et al.[11]의 연구에서 찰되는 

바와 같이 본 연구에서 사용된 타원-혼합 이차모멘트 모델은 

벽과 충돌하는 역에서 유동을 매우 정확하게 측한다.

Table 1은 본 연구에서 수행한 6종류의 다른 Rayleigh 수에 

하여 계산한 평균 Nusselt 수를 Peng et al.[1]의 상 식과 

Niemela et al.[2]의 실험결과와 수량 으로 보여주고 있다. 본 

연구와 이들 상 식과의 차이는 5% 미만이다. Niemela et 

al.[2]의 상 식은 모든 Rayleigh 수 역에서 사용될 수 있음

을 보여 다. 이 상 식은 Rayleigh 수가 을 때 Peng et 

al.[1]의 상 식과 약간의 차이가 있으나 공학 인 응용 

에서 보면 충분히 정확하다고 할 수 있다. 그러나 Peng et 

al.[1]의 상 식은 Rayleigh 수가 크면 Nusselt 수를 과소하게 

측한다. 이러한 원인은 Rayleigh 수가 클 때( 98
1010 ≤≤ Ra ) 

그들의 LES 계산에서 충분히 조 한 격자를 사용하지 않았기 

때문으로 추정된다. 왜냐하면 같은 LES 방법과 충분히 조
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(a) Temperature profiles

(b) Temperature variance profiles

Fig. 4 Comparison of the present results with Kenjeres and 

Hanjalic[6] at 9
10=Ra

한 격자(256×128×256)을 사용한 Kenjeres 와 Hanjalic[6]의 계산

결과는 본 연구의 계산결과와 Niemela et al.[2]의 상 식과 거

의 동일한 값의 Nusselt 수를 측하기 때문이다. 참고로 Peng 

et al.[1]이 9
10=Ra 인 경우 사용한 격자수는 176×128×176이다. 

Fig. 4는 9
10=Ra 인 경우 벽면 근처에서의 시간 평균된 온

도와 온도분산(variance) 분포를 본 연구와 Kenjeres 와 

Hanjalic [6]의 LES  T-RANS 방법으로 구한 값들과 비교하

여 보여주고 있다. 여기에서 T-RANS 해는 82×82×72 격자를 

사용한 3차원 해석을 의미한다. 본 연구의 계산이 이들 해와 

비교  잘 일치함을 보여주고 있다. Fig. 4(a)에서 찰할 수 

있는바와 같이 열  경계층(thermal boundary layer)의 크기는 

매우 작음(LES 경우 02.0/ ≈Hthδ )을 알 수 있다. 이것은 LES

와 DNS 계산을 수행할 때 매우 조 한 격자를 사용하여야 

됨을 보여 다. Fig. 5에서 보여주지는 않지만(scanning의 어려

움으로 인함) 본 연구에서 측된 시간평균 온도의 분포는 이

들의 3차원 T-RANS 결과와 거의 유사하 고, Fig. 4(a)에서 

찰할 수 있는 바와 같이 LES 해와는 약간의 차이가 있다. 

Fig. 4(b)는 계산된 온도분산(variance) 값의 분포는 이들의 

T-RANS 해의 경향과 유사하나, 크기가 약간 차이가 있다.

4. 결  론

본 연구에서는 의 벽이 고온이고 아래 벽이 온인 두 

평면 사이의 Rayleigh-Benard 유동을 Rayleigh 수가 6
102×=Ra

에서 9
10=Ra 범 에서 타원-혼합 이차모멘트 난류모델을 사

용하여 2차원 으로 계산을 수행하고, 계산결과를 기존의 실

험결과, LES  T-RANS에 의한 계산결과와 비교하 다. 생

성된 roll의 구조, 국부  평균 Nusselt 수, 시간평균 온도 분

포  온도분산(variance)에 하여 분석을 수행하 다. 계산된 

평균 Nusselt 수는 ‘soft’ 난류 역에서는 Peng et al.[1]의 상

식과, ‘hard’ 난류 역에서 는 Niemela et al.[2]의 실험 상

식과 5% 범 에서 일치하 다. 이러한 연구결과는 본 연구에

서 수열유속 모델과 같이 사용된 타원-혼합 이차모멘트 난

류모델이 Rayleigh-Benard 자연 류 유동을 잘 모사함을 보여

다. 이러한 결과는 앞으로 이 난류모델이 고 Rayleigh 유동

에 계산하는데 용될 수 있음을 보여 다.
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