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ABSTRACT 
In this paper, the vibration of a rotating shaft with a thin rigid disk on bearing supports is considered. It is assumed that 
the shaft has uniform, circular cross-section. Based on the Timoshenko-beam theory, the transverse displacements and 
slops in two lateral directions, the axial displacement, and the torsional deformation are considered. And flexible 
supports are used to analyse the bearings. A spectral element model is developed for the vibration analysis of the 
rotating shaft with a thin rigid disk, which is modeled by two shaft elements and a thin rigid disk element. The result of 
vibration analysis by finite element method is compared to the result of this research. 
------------------------------------------------------------------------------------ 

 

1.  서  론 

 

  회전축은 컴퓨터 하드디스크, 항공기의 가스터빈 엔진, 연마기 및 차량의 동력전달 축 등 현대산업에

서 많이 사용된다. 회전축의 주축과 기하학적 축이 서로 떨어져 있을 때 발생하게 되는 질량의 불균형

은 진동을 야기하는 일반적인 요소이다. 또한 축의 고속회전은 더욱 큰 불균형 힘의 원인이 되고 최근 

고속철도 등의 발달로 동력전달에 이용되는 회전축은 고속회전을 요구하고 있다. 그러므로 진동해석은 

베어링의 수명과 고속회전이 요구되는 동력 전달 축 등에서는 필수적이다. 

Jeffcott[1]은 1919년에 처음으로 평면운동 회전체 모델(planar rotor model)을 소개하였다. Jeffcott의 모

델은 고정된 강체 베어링에 물려있는 회전체를 질량이 없는 탄성축에 의해 지지된 강체 디스크였다. 좀 

더 복잡한 회전체로 유연한 회전체 모델이 개발되었는데 이는 회전하는 동안 회전체의 탄성변형이 고려

된 모델로 강체 회전체 모델보다 더욱 정확한 모델이다.  

회전체를 해석하는 방법에는 크게 두 가지 방법이 사용되었다. 이는 유한요소법과 전달행렬법이다. 

1972년 Ruhl과 Booker[2]는 회전체의 동역학적 특성 연구에 유한요소방법을 사용하였다. 이 연구에서는 

탄성 굽힘과 병진운동에너지는 포함하였지만 회전관성효과, 회전효과(gyroscopic effect), 축방향 토크, 축

방향력, 그리고 내부 감쇠는 무시하였다. Dimaragonas[3]는 1975년에 회전관성과 회전효과 그리고 내부 

감쇠가 고려된 좀 더 일반적인 모델을 제시하였고, Gasch[4]는 1976년에 Dimaragonas의 모델에 편심효

과를 고려한 모델을 제시하였다. 같은 해에 Nelson과 McVaugh[5]은 회전관성과 회전모멘트(gyroscopic 
moments)와 축방향력이 포함된 모델을 제시하였고 Zorzi와 Nelson[6]이 내부 감쇠를 포함하여 일반화하

였다. 또한 Nelson[7]은 1980년에 전단변형효과가 추가된 모델을 제시하였다. 유한요소방법은 많은 요

소를 사용할수록 해가 정확해지지만 이를 계산하는 데 많은 시간이 필요하다는 단점을 가지고 있다. 

Lund와 Orcutt[8]는 1967년에 처음으로 회전체 동역학에 전달행렬법을 적용하였다. 이 방법은 사용하는 

행렬의 사이즈가 유한요소법에 비해 작다는 장점이 있다. 하지만 Kumar와 Sankar[9]는 1984년에 시간 

영역에서와 비선형문제의 해석에 어려움이 있다는 단점을 제시하였다. 
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본 연구에서는 위 두 방법의 단점을 보완할 수 있는 스펙트럴요소방법에 대하여 모델링을 수행하였다.  

 

2.  변분법에 의한 회전축의 스펙트럴요소 행렬 유도 

 

회전축에 대한 축방향 변위, 비틀림 변위, 그리고 티모센코 보이론에 따르는 횡방향 변위와 기울기에 

대한 각각의 지배방정식은 다음과 같다. 
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여기서 E는 탄성계수, ρ는 질량 밀도, A는 축의 단면적, J는 축의 극 관성모멘트이며 I는 관성모멘트이

다. 이 때 위 식 (1)의 해를 조화해로 가정하고 여기에 weak form을 취하면 다음과 같이 된다. 
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위 식 (2)을 가지고 스펙트럴요소행렬식을 유도하면 다음과 같다. 
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 여기서 아래첨자 L은 축방향, T는 비틀림, B는 굽힘에 대한 것이다. 

 

그림 1. 회전축에 대한 자유도와 외력 

 

3.  디스크에 대한 스펙트럴요소 행렬 

 

축의 회전속도인 Ω가 상수일 경우의 디스크에 대한 스펙트럴요소 행렬은 다음과 같다. 
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4.  베어링에 대한 스펙트럴요소 행렬 

 

  베어링을 간단히 스프링과 뎀핑의 효과로 고려하면 다음의 스펙트럴요소 행렬을 구할 수 있다. 
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5.  수치 예제 

 

그림 2. 디스크가 있는 단순지지 된 회전축 

 

본 연구에서 유도한 스펙트럴요소 식을 그림 2의 예제에 적용하여 유한요소법의 결과와 비교하여 보

았다. 여기서 사용된 물성치는 ρ=7750kg/m3, E=207GPa, G=81GPa이다. 또한 각 디스크의 무게는 13.47 kg
이며 Kyy, Kzz 는 1.0×107 N/m, Kyz, Kzy 는 0.5×107 N/m, Cyy, Czz 는 2.0×103 N/m이다. 또한 회전속도에 대한 
amplitude를 베어링의 뎀핑 효과가 있을 때와 없을 때의 두 가지 경우의 그래프로 그려보았다. 베어링의 

커플 된 스프링효과로 인해 위험속도가 2개의 값으로 갈라 진 것을 알 수 있다. 또한 각각의 위험속도

에서 그 amplitude는 최대치를 보이고 있다. 

 

도표 1. Critical Speeds 

 SEM Ref.[10] 

Peak 1 44.82Hz 44.83Hz 

Peak 2 51.28Hz 51.52Hz 

 

1.062 m

K C K C

0.18 m 0.16 m 0.16 m 0.18 m

disk1 disk2 disk3

0.04 m

0.04 m 



 - 829 -

38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

Spinning Speed (Hz)
A

m
pl

itu
de

 (m
m

)

그림 3. Amplitude vs. Spinning Speed 

No damping 

With
Damping 



 - 830 -

5.  결  론 

 

본 연구에서는 회전축에 대한 스펙트럴요소 모델링에 베어링의 스프링, 뎀핑 효과를 적용하였고 이에 

대한 예제를 풀어보았다. 예제를 참고문헌의 결과와 비교함으로써 스펙트럴요소 모델링의 결과를 검증

하였다. 앞으로 좀 더 일반적인 경우인 회전속도의 변화에 따른 해석, 디스크의 두께에 대한 고려 등의 

연구가 수행되어야 할 것이다. 
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