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요       약 

최근 정형 검증 분야에서 만족가능성 처리기를 사용한 연구가 많아지면서 이를 적용한 사례들이 많
이 나타나고 있다. 만족가능성 처리기를 사용하기 위해서는 검증 되어야 할 시스템을 CNF 식으로 
변환해야 한다. 우리는 루빅 큐브를 만족가능성 처리기를 통해 풀어보기 위해 이를 CNF 식으로 변
환해 보았다. 루빅 큐브는 정육면체로 이루어진 퍼즐의 일종으로 모든 면이 각각 한가지 색으로만 
채워져야 하는 문제이다. 우리는 본 논문에서 만족가능성 처리기를 사용한 사례 중에 아직 적용한

적이 없는 루빅 큐브를 CNF 식으로 변환해 풀었음을 보여준다. 
 

1. 서론1 

바운디드 모델 검증[1]에 대한 유용성이 알려지면서 
이 주제에 대한 연구가 많이 시도되고 있다. 디바이

스 드라이버 오류 검출, 임베디드 소프트웨어 검증 
등이 그 사례가 될 수 있다. 비록 바운디드 모델 검
증에 대한 문헌이 많지만, 초보자들이 이러한 문헌을 
읽고 이해하기 쉽지 않다. 특히, 바운디드 모델 검증

의 핵심인 SAT(Satisfiability)변환에 대한 상세한 이해 
없이는 바운디드 모델 검증을 이해하거나 활용하기 
어렵다. 본 논문에서는 독자들이 바운디드 모델 검증

을 쉽게 이해하는 것을 돕기 위해서 만족가능성 문제

의 사례 연구를 상세히 기술코자 한다. 여기에서 사
례로 선정한 것은 루빅 큐브[2]이다. 이것을 선정한 
이유는 다음과 같다. 첫째, 우리가 알고 있는 한 루빅 
큐브를 아직까지 SAT 문제로 다룬 연구는 없다. 둘째, 
루빅 큐브는 인공지능의 계획 문제로서, 바운디드 모
델 검증을 이해하는데 유용하다. 왜냐하면 비에르

(Biere)는 인공지능의 결정적 계획 문제에서 바운디드 
모델 검증의 아이디어를 얻었기 때문이다. 거듭 강조

하지만, 본 논문에서는 새로운 아이디어를 제안하기 
보다는 사례 연구를 충실히 다루어, 독자들로 하여금 
주어진 문제를 SAT 으로 변환하는 방법을 이해시키고

자 한다.  
논문의 구성은 다음과 같다. 2 장에서는 배경 지식

을 다룬다. 여기서는 만족가능성 문제에 대한 개념 
을 다룬다. 그리고 3 장에서는 루빅 큐브 문제를 SAT 
문제로 다루는 방법을 살펴본다. 4 장에서는 루빅 큐
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브의 풀이 시간을 단축시키기 위한 내용을 다루며, 5
장에서는 실험결과를 다룬다. 마지막으로 6 장에서 결
론 및 향후 연구를 기술한다. 

 
2. 배경 지식 

주어진 문제를 SAT 으로 풀기 위해서는 문제를 명제 
논리식으로 변환해야 한다. 다양한 명제 논리식 표현

이 있지만, 여기서는 만족가능성 처리기[3]의 표준인 
CNF(Conjunctive Normal Form) 형식을 사용한다. 
  
정의 1 (논리식 구문). 이진 변수 집합 X={x1,x2,…}상
에서 CNF 논리식의 구문을 정의한다. 
 

xxL ¬= |::  

i
ni

LC /\::
≤≤

=
1

i 

i
ni

C\/::
≤≤

=
1

φ  

 
이진 변수는 더 이상 하위 논리식으로 분해할 수 없
기 때문에 변수 Xx∈ 또는 그것의 부정 Xx∈¬ 을 
리터럴 L 이라고 부른다. 절 C 는 리터럴의 이접(dis-
junctive, \/ )이며 m = 1 인 경우는 단항 절, m = 2 인 경
우는 이항 절, 그리고 m ≥ 3 인 경우는 다항 절이라고 
부른다. 논리식 φ 는 절의 연접(conjunctive, /\ )으로 구
성되며 n 은 절의 개수이다. 
구문 규칙에 맞게 작성된 논리식의 의미를 평가하기 
위해서는 각 변수에 값을 배정해야 한다. 변수는 참
(T) 또는 거짓( ⊥ )을 가질 수 있기 때문에 값 배정은 
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함수 →X:α { T, ⊥ }로 표현할 수 있다. 만약 사용

된 변수가 n 개이면 값을 배정할 수 있는 경우의 수
는 모두 2n 이다. 논리식의 의미는 배정에 좌우된다. 
특히 배정 α 하에서 논리식 φ 가 참으로 평가되는 
경우를 φα =| 로 표기하고 “배정 α 가 논리식 φ 를 
만족한다”라고 읽는다. 사용된 기호 =| 는 만족 관계

를 나타내는 메타 기호이다. 
 
정의 2(논리식 의미). 만족 관계를 바탕으로 논리식의 
의미를 귀납적으로 정의한다. 

( ) == xiffx αα | T 

( ) ⊥=¬= xiffx αα |  

imii
mi

LiffL =⋅∃= ≤≤
≤≤

|| /\ αα 1
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리터럴 L 의 의미는 긍정 리터럴(x) 또는 부정 리터럴

( x¬ )에 따라서 다르다. 긍정 리터럴이 만족되기 위
해서는 해당 변수의 값이 참이어야 하며, 부정 리터

럴이 만족되기 위해서는 해당 변수의 값이 거짓이어

야 한다. 절 C 는 리터럴의 이접이기 때문에 절이 만
족되기 위해서는 최소한 하나의 리터럴이 만족되어야 
한다. 비슷하게 논리식 φ 는 절의 연접이기 때문에 
논리식이 만족되기 위해서는 모든 절이 만족되어야 
한다. 
만족 관계에 따라서 논리식을 세 가지 그룹으로 구분

한다. 첫째, 선택한 배정에 무관하게 항상 만족되는 
논리식을 타당(vailid)하다고 부른다. 즉 φαα =⋅∀ | 이

며, 줄여서 φ=| 로 표기한다. 둘째, 논리식을 만족하

는 배정이 존재하는 경우 만족가능(satisfiable)하다고 
부른다. 즉 φαα =⋅¬∃ | 이며, 줄여서 φ≠| 로 표기한

다.[4] 
살펴본 바와 같이 논리식이 만족가능인 경우, 그 

논리식을 만족하는 배정이 존재한다. 이러한 배정은 
응용 분야에 따라서 다양하게 해석된다. 예를 들어 
인공 지능에서 경로 찾기 문제를 표현한 논리식이 만
족 가능인 경우, 해당 논리식을 만족하는 배정은 바
로 찾고자 하는 경로이다[5]. 이러한 SAT 문제는 이
론 전산학으로부터 인공지능, 소프트웨어 공학, 정형 
검증 등 전산학의 많은 분야에서 활용되고 있다. 

 
3. 루빅 큐브를 SAT 문제로 간주 

1970 년 헝가리의 Erno Rubik 에 의해 발명된 루빅 큐
브는 그 당시 가장 유명했던 조합 퍼즐이다. 루빅 큐
브의 종류는 2x2x2, 3x3x3, 4x4x4 루빅 큐브등 많은 종
류가 현존하지만 본 논문에서는 2x2x2 루빅 큐브를 
SAT 문제로 간주한다. 

2x2x2 루빅 큐브는 표 1 과 같이 깊이가 깊어질수록 
12n 은 경우의 수를 갖는다. 여기서 12 는 행위의 수이

며 n 은 깊이를 의미한다.  
이번 장에서는 루빅 큐브를 CNF 로 변환한 방법을 

설명한다. 먼저 루빅 큐브의 컬러를 표현한 방법과 
변환 방법을 설명하고, 루빅 큐브의 행위를 CNF 로 
변환한 방법을 설명한다. 마지막으로루빅 큐브의 초

기상태와 목표상태를 변환한 방법을 설명한다.  
 

<표 1> 2x2x2 루빅 큐브의 경우의 수 
Depth 2x2x2 루빅 큐브 

1 12
2 144
3 1,728
4 20,736
5 248,832
6 2,985,984
7 35,831,808
8 429,981,696
9 5,159,780,352

10 61,917,364,224
11 743,008,370,688
12 8,916,100,448,256
13 106,993,205,379,072
14 1,283,918,464,548,864

*현재 풀 수 있는 Depth 는 13 이다. 
 
 

루빅 큐브는 서로 다른 6 개의 컬러로 이루어진 정육

면체이다. 우리는 6 개의 컬러를 표현하기 위해서 6
개의 이진 변수를 사용하였다. 6 개의 변수 중에서 정
확하게 한 개만이 참의 값을 가져야 하며, 나머지는 
모두 거짓이 되어야 한다. CNF 기반의 만족가능성 처
리기에서는 하나의 참값을 고르기 위해 “정확히 하나

(exactly one)”라는 표현을 사용하며, 이는 “최소한 하
나(at least one)”와 “최대한 하나(at most one)”의 연접으

로 이루어진다. 
 

 
 

(그림 1) 컬러 변환에 사용된 변수 

그림 1 은 각 블록에 사용되는 변수들을 나타낸다. 그
림과 같은 2x2x2 루빅 큐브의 컬러를 표현하기 위해

서는 144(=6 컬러*4 블록*6 면)개의 이진 변수가 필요
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하며 바운드 k 가 증가할 때마다 매번 144 개의 변수

가 추가된다. 생성된 CNF 의 총 변수의 수를 구하는 
식은 다음과 같다. 

총 변수의 수 = 144 * ( k + 1 ) + 12 * k 
 

여기서 12 는 행위의 개수이다. 행위는 스텝당 12 개

씩 증가하며 매 스텝마다 한 개의 행위만이 실행된다. 
행위를 기술하기 위해서는 선행 조건과 후행조건을 
나타내야 하지만, 루빅 큐브의 행위에는 행위의 결과

를 나타내는 후행조건만이 존재한다. 이는 매 스텝마

다 모든 행위가 선택 가능함을 의미한다. 행위의 규
칙은 다음과 같다. 

 
• Operator encoding  : 행위의 적용 효과를 나타낸다.
• Frame axiom : 행위의 후행 조건에 언급된 내

용만 변하고 그 이외의 것은 
원래의 값을 보존한다. 

• Exclusion axiom : 한번에 오직 하나의 행위만이 
일어난다. 

 
루빅 큐브는 기본값으로 초기상태와 목표상태를 갖는

다. 기본값은 값이 미리 배정되어있는 변수들의 집합

을 말하며, 각 변수들은 CNF 의 단항 절(unit clause)로 
나타낸다. 위의 내용은 다음과 같이 정의된다. 

  
정의 3. 2x2x2 루빅 큐브를 CNF 로 변환하기 위해서 k
번째에 s 면, b 블록에 컬러 c 가 배정됨을 나타내는 이
진 변수 cbskx ,,, 를 사용해서 루빅 큐브의 각 규칙들을 

CNF 논리식으로 변환한다. 
 
수식 1. 블록은 최소한 하나의 컬러를 갖는다. 

cbsk
cbsnk

x ,,,/\\/\/\/
6141611 ≤≤≤≤≤≤≤≤

 

 
수식 2. 블록은 최대한 하나의 컬러를 갖는다. 

( )
ji

jii

cbskcbsk
cccbsnk

xx ,,,,,,\/\/\/\/\/ ∨¬¬
≤≤+≤≤≤≤≤≤≤≤ 615141611

 

 
수식 3. 모든 행위에는 선행조건이 없으며, 행위가 일
어난 후의 효과만 나타난다. 

( )cjkcjkik
cGyxink

yxA
i

,',,,,
,

\/\/\/\/ 1
611211

+
≤≤∈≤≤≤≤

∨∨¬¬  

 
이때 j 는 (s,b)이고, j’는 (s’,b’)이다. 또한 y=Ai(x)이며, y
는 Ai행위에 의해서 x 의 값을 갖게 되는 변수이다. Gi

는 Ai행위에 영향을 받는 변수들의 집합이다. 
 
수식 4. 어느 행위가 일어나면, 행위의 후행 조건에 
언급된 내용만 변하고 그 외의 것은 원래의 값을 보
존한다. 

( )cjkcjkik
cGxink

xxA
i

,,,,,\/\/\/\/ 1
611211

+
≤≤∉≤≤≤≤

∨∨¬¬  

 

수식 5. 매 차례에 행위는 오직 하나의 행위만이 일어

난다. 

ik
ink

A ,/\\/
1211 ≤≤≤≤

 

( )
21

211 1211111
ikik

iiink

AA ,,\/\/\/ ∨¬¬
≤≤+≤≤≤≤

 

 
수식 6. 미리 값이 배정된 초기상태는 단항 절로 나타

낸다. I 는 시작상태를 나타낸다. 

cbs
Ix

x
cds

,,,\/
,,,

1

1 ∈

 

 
수식 7. 미리 값이 배정된 목표상태는 단항 절로 나타

낸다. 

cbsn
Ex

x
cdsn

,,,\/
,,, ∈

 

 
여기서, n 는 실행된 행위의 수이며 E 는 목표상태이

다. 따라서 루빅 큐브는 다음과 같이 위의 수식들의 
연접으로 나타낸다. 

수식 1∧ 수식 2∧…… ∧수식 6∧ 수식 7 
 

4. 커멘더 인코딩과 새 제약조건 

앞 장에서 설명한 수식 1 과 수식 2 는  m 개중에 1 개

를 고르는 알고리즘으로 NaÏve 인코딩이라 부른다. 이 
알고리즘은 m 의 개수가 커질수록 더 많은 절의 개수

를 필요하며, 만족가능성 처리기에게 더 많은 비용을 
요구한다. 우리는 본 장에서 NaÏve 인코딩의 성능을 
개선한 커맨더 인코딩[6](그림 2 참조)과 새로 추가된 
제약조건에 대해서 설명한다. 

 

 
(그림 2). 커맨더 인코딩 

커멘더 인코딩은 다음과 같은 수식을 갖는다. 
 
수식 8. 그룹 내의 최대 하나의 변수가 참이다. 

( )kj
kjGxGx

xx
ikij

∨¬¬
<∈∈

\/\/
,

 

 
수식 9. 커멘더 변수가 참이면 그룹 내의 변수는 적어

도 하나가 참이다. 
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∨¬ iC j
Gx

x
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/\
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수식 10. 커멘더 변수가 거짓이면 그룹 내의 모든 변
수가 거짓이다. 

( )ji
Gx

xC
ij

∨¬
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수식 11. 커멘더 변수 중의 하나는 반드시 참이다. 
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원래 변수의 집합을 X={x1,…,xn}라 하면, X 를 m 개의 
부분 집합 G1,…,Gm 으로 분할하고, 각 그룹 Gi 마다 커
멘더 변수 Ci를 생성한다. Naïve 인코딩과 비교했을 때, 
변수의 수는 증가하나 절의 수가 감소한다.  
 루빅 큐브는 표 1 에서 나타나듯이 많은 경우의 수를 
갖는다. 이로 인해 만족가능성 처리기는 많은 시간을 
필요로 한다. 
 다음은 루빅 큐브의 경우의 수를 줄여서 이 문제를 
푸는 시간을 단축시키기 위해 추가된 제약조건들이다. 
 
• 이전 상태와 같은 상태로 돌아가는 행위는 선택에

서 제외한다.  
• 시계방향으로 180 도와 반 시계방향으로 180 도는 
같은 결과를 갖기 때문에 한 방향은 제거한다. 
• 시계방향으로 270 도와 반 시계방향으로 90 도는 같
은 결과를 갖기 때문에 한 행위가 세 번 연속 일어나

는 경우를 제거된다. 
 
커멘더 변수를 사용해서 루빅 큐브에 적용했을 때와 
제약조건이 추가되었을 때의 실험 결과를 5 장에서 
알아보도록 하겠다. 

 
5. 실험결과 

루빅 큐브를 풀기 위해 Naïve 인코딩과 커멘더 인코

딩을 이용해 보았으며 또한 새로운 제약조건을 추가

해 보았다. 실험 환경은 윈도우 XP 에서 3GHz 의 펜
티엄 D 프로세서를 사용했고 메모리 용량은 2GHz 였

다. 만족가능성 처리기로는 minisat 1.14 버전을 사용

했다[3]. 실험을 위해 제한 시간을 600 초로 정했다. 
제한 시간 내에 답을 얻지 못한 경우에 타임아웃 처
리를 했고, 여기에서 언급된 시간은 SAT 처리기에 소
요된 시간만을 의미할 뿐 인코딩에 소요된 시간은 제
외 시켰다. 인코딩은 사용된 자료 구조와 사용된 언
어에 따라서 실행 시간이 매우 다르기 때문이다. 이
러한 이유로 대부분의 SAT 관련 논문에서는 평가 기
준으로 SAT 실행 시간을 이용한다. 아래 표 2 에서 보
는 바와 같이 Naïve 인코딩 방법에 비해 커멘더 인코

딩 방법이 실행 시간 줄어들었음을 알 수 있으며, 제
약조건이 추가되어서 더 짧은 시간내에 결과를 구한 
것을 확인할 수 있다.  
 

<표 2> 스텝에 따른 만족가능성 처리기 풀이 시간 
 NAÏVE COMMANDER 
step(k) Non Rule2,3 Rule1,2,3 Non Rule2,3 Rule1,2,3

2 0.015 0.031 0.031 0.031 0.031 0.031

3 0.046 0.031 0.042 0.046 0.031 0.046

4 0.093 0.062 0.078 0.062 0.046 0.062

5 0.234 0.218 0.187 0.171 0.125 0.25

6 0.515 1.312 0.375 0.203 0.375 0.343

7 3.515 4.218 4.843 5.64 1.031 11.187

8 0.39 0.109 0.125 0.64 0.093 0.437

9 9.312 7.781 3.343 1.593 14.25 1.734

10 869.046 307.078 1153.72 624.203 89.062 4.578

11 18.218 5.562 37.671 3.875 2.437 2.171

12 23.859 44.343 17.984 15.812 5.062 166.39

13 1.843 0.734 4.984 4.296 0.765 5.812

Avg. 77.257 30.956 101.948 54.714 9.442 16.086

 

6. 결론 및 향후 연구 과제 

최근 만족가능성 처리기의 성능이 향상되며 많은 문
제들이 SAT 문제로 간주되고 있다. 많은 사례 중 퍼
즐의 일종인 루빅 큐브를 SAT 문제로 다룬 사례가 없
기에 우리는 이를 SAT 문제로 간주하고 CNF 로 인코

딩했다. 루빅 큐브는 SAT 문제 중에서도 SAT Plan 문

제로 초기상태에서 목표상태로 도달하는 경로를 찾는 
문제이다. 우리는 일반적인 방법으로 루빅 큐브를 인
코딩 했지만, 기존의 인코딩 방법으로는 루빅 큐브가 
복잡해 질수록 너무 많은 시간이 소요되는 문제가 있
음을 확인했다. 이런 문제를 해결하기 위해 여러 개
중에 한 개를 선택하는 문제에 강한 커멘더 인코딩 
방법을 적용시켜 기존 인코딩에 비해 약간의 성능이 
개선되었음을 확인할 수 있었다. 또한 새로운 제약조

건을 넣어서 성능을 더 개선하였다. 향후 연구로는 
기존의 인코딩 방법으로는 13 스텝 이상을 해결하지 
못하는 위 문제를 해결하기 위해 새로운 방법이 적용

하는 것으로 Planning 문제에 많이 쓰이는 휴리스틱 
탐색 방법을 CNF 논리식에 적용시키는 것을 하나의 
대안으로 보고 있다.  
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