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요       약
 개의 이진 변수 집합 중에 개를 선택하는 카운팅 문제(Counting Problem)들은 여러 방법으로 풀이

가 가능하다. 본 논문에서는 카운팅 문제를 풀기 위해 SAT, PB, SMT를 소개하고, 칸 칠하기(Fill-a-Pix) 
퍼즐을 예로 들어 카운팅 문제의 인코딩 방법을 제시하고 처리 결과를 비교해 보았다. SAT이 상대적

으로 인코딩은 가장 복잡했으나, 처리 시 가장 우수한 성능을 보였다. 따라서 본 논문은 카운팅 문제

를 다룰 때에는 SAT이 가장 적합하다는 것을 제안한다.

1. 서론1)

 개의 이진 변수 집합 중에 개를 선택하는 카운팅 문

제(Counting Problem)는 BCC(Boolean Cardinality Constraint)
라고도 불린다[1,2]. 카운팅 문제는 SAT, PB, SMT로 나타

낼 수 있는데, 본 논문에서는 칸 칠하기 퍼즐(Fill-a-Pix)을 

카운팅 문제로 나타내 보았다. 칸 칠하기 퍼즐을 SAT, 
PB, SMT로 각각 인코딩하고 실험한 결과 인코딩의 복잡

성은 SAT, PB, SMT 순으로 SAT이 가장 복잡했으나, 반

면에 처리 시간은 SAT, PB, SMT 순으로 SAT이 가장 빨

랐다. 따라서 카운팅 문제를 다룰 때에는 SAT이 가장 적

합하다는 것을 제안한다.
 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 SAT, PB, SMT에 

대해 소개하고, 카운팅 문제에 대한 예로 칸 칠하기 퍼즐

을 소개한다. 3장에서는 SAT, PB, SMT 각각의 인코딩 방

법을 설명한다. 설명한 인코딩 방법의 실험 결과를 4장에

서 나타내고, 결론 및 향후 연구를 5장에서 기술한다.

2. 배경 지식

2.1 SAT

 SAT(Satisfiability, 만족가능성) 문제란 주어진 명제 논

리식이 참값을 가질 수 있는지를 결정하는 문제이다. 이러

한 SAT 문제를 해결하는 SAT 처리기는 입력으로 CNF 

형태의 식을 받아들인다[3]. 그런데 이 형식은 명제 논리

식의 일종이기 때문에 표현력이 낮다. 그래서 실세계의 간

단한 표현조차도 CNF로 변환하면 그 크기가 거대해 지는 
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경우가 많다. 일반적으로 SAT 처리기의 성능은 CNF 절 

수에 좌우된다. 따라서 같은 표현 일지라도 더 적은 절로 

표현하려는 기법들이 연구되고 있다. 본 논문에서는 

UT-MGAC[4]를 이용한 CNF 변환 방법을 소개하며, 

minisat[5]을 SAT 처리기로 사용하였다.

2.2 PB

 PB(Pseudo Boolean, 의사 불리언) 문제[6]란 모든 변수

들의 값이 0 또는 1로 제한되어 있는 프로그래밍 문제를 

말한다. 와  , 두 개의 변수 중 하나를 선택하는 문장은 

다음과 같이 표기한다.

 

이 때, 와   둘 중 하나가 랜덤하게 선택된다. 즉, 둘 중 

하나의 변수가 1이 된다. PB 처리기의 종류로는 PB를 입

력받아서 해결하는 것과, PB를 입력받아서 CNF로 바꾼 

뒤 SAT 처리기를 실행하는 것이 있다. 본 논문에서는 

Pseudo Boolean Evaluation 2007에서 우수한 성적을 거둔 

minisat+[7]를 PB 처리기로 사용하였다.

2.3 SMT

 Satisfiability Modulo Theories[8]를 뜻하는 SMT는 

SAT에 산술 연산과 결정 가능한 이론들을 다루는 기능을 

추가했다. 여기서 결정 가능한 이론들이란 동일성

(Equality), 산술 연산(Linear Arithmetic), 리스트 이론(the 

Theory of List), 배열 이론(the Theory of Arrays)등을 

말하는데 이 결정 가능한 이론들의 조합 또한 결정 가능
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하다고 할 수 있다. 이러한 이론 중에 산술 연산은 일반적

인 정수, 자연수, 실수에 대해서 덧셈과 뺄셈을 지원한다. 

그리고 일반적인 비교 연산자들  ≤≥을 지원한

다.  SMT 문제를 다루는 처리기의 종류는 많다. 매년 

SMT-COMP.가 개최되는데, Simplics, Yices 등이 좋은 

성능을 보이고 있다. 본 논문에서는 SMT 처리기로 

Yices[9]를 사용하였다.

2.4 칸 칠하기 퍼즐

 카운팅 문제의 한 예로 칸 칠하기 퍼즐[10]을 예로 든다. 

칸 칠하기 퍼즐은 숫자가 들어 있는 칸을 이용해 주위에 

있는 칸을 칠하는 퍼즐이다. ×  칸 칠하기 퍼즐에서는 

칸이 개 있다. 칸은 두 가지로 구분되는데 숫자가 미

리 배정되어 있는 칸이거나 또는 비어있는 칸이다. 칸 칠

하기 퍼즐의 규칙은 아래 (그림 1)의 왼쪽과 같다:

각 칸에는 숫자가 쓰여지거나 빈 칸이다.

각 칸에 있는 숫자는 0부터 9까지 출현한다.

칸에 있는 숫자를 중심으로 한 사방 9개의 칸을 중앙

에 들어있는 숫자의 개수만큼 맞추어 칠한다.

   

(그림 1) 칸 칠하기 퍼즐의 예

이러한 규칙을 적용하여 완성된 퍼즐의 예는 (그림 1)의 

오른쪽과 같다. 이 예를 일반화하면 (그림 2)와 같다.

칸이 25개 이므로, 변수는  ∼까지 생성한다.

색이 칠해진 칸을 1, 그렇지 않은 칸을 0이라고 한다.

변수는 0또는 1의 값을 가진다.

칸에 쓰여진 숫자를 중심으로 한 사방의 칸들은 다음

과 같이 나타낸다.

        

             

             

             

          

        

          

        

(그림 2) 칸 칠하기 퍼즐의 일반화

3. 칸 칠하기 퍼즐 인코딩

3.1 CNF 인코딩

 UT-MGAC 인코딩 방법은 Totalizer와 Comparator로 

구성된다. Totalizer에서는 주어진 변수의 집합을 이진 트

리 형태로 표현하고 이 트리를 이용해서 Comparator에서

는 원하는 개의 변수를 선택할 수 있다. 원하는 를 선

택하기 위해 이 인코딩 방법에서는 를 간격(interval)으

로써 표현한다. 이 간격은 이상 이하로 나타낸다. 구하

고자 하는 CNF 식은 결국 Totalizer와 Comparator의 연

접으로 구성된다. 먼저 Totalizer는 세 개의 변수 집합

(E,S,L)로 구성되는데, E는 입력 변수들의 집합, S는 출력 

변수들의 집합, L은 연결 변수들의 집합이다. 또한 

Totalizer는 정수를 표현할 때 이들의 단항표현(unary 

representation)을 사용하고 입력된 변수의 수에 따라 이진 

트리를 만든다. 트리의 루트에는 출력 변수의 집합 S를, 

트리의 각 단말 노드에는 입력 변수 E의 각 변수들을, 트

리의 각 비단말 노드에는 연결 변수 L을 배정한다. 6개 

중에서 2개 이상 4개 이하를 선택하는 문제를 고려해 보

자. 앞서 설명한 Totalizer는 (그림 3)과 같은 이진 트리를 

생성한다.

(그림 3) Totalizer의 이진 트리 생성

그리고 아래의 Comparator에 의해서 원하는 의 간격에 

해당하는 원소를 선택할 수 있게 된다. Totalizer에서 만

들어진 이진 트리의 모든 비단말 노드를 루트로 하는 각 

서브 트리에 대해 아래와 같은 식을 만듦으로써 CNF 식

을 인코딩 한다. 여기서   은 각 서브 트리의 

루트에 해당하는 변수들이고,   와  

 는 각각 R의 자식 노드를 나타낸다. R, A, B는 다

음과 같이 인코딩 된다.

≤≤
∧

≤≤
∧

≤≤
∧   ∧  

           (1)

               

    ∨∨ ,
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    ∨∨

다음으로 Totalizer에 의해 만들어진 이진 트리에서 원하

는 변수의 개수를 선택하기 위해 다음의 Comparator를 

사용한다.

Comparator        
 ≤ ≤ 
∧ 

  ≤ ≤ 
∧       (2)

식 (1)에서 보는 것과 같이, 정수에 대해 단항 표현을 사

용하므로 출력 변수의 집합 S를 사용하면 된다. 마지막으

로 (1)∧ (2)를 인코딩하면 된다.

3.2 PB 인코딩

 (그림2)의 예제를 다음과 같이 인코딩한다.

첫째, 25개의 셀이 있으므로,   까지 변수를 

설정한다. 이 변수들은 0또는 1의 값을 가지므로 다음과 

같이 인코딩 한다.

 

 

  

 



 

  

각각의 셀은 0보다 크거나 같고 1보다 작거나 같은 값을 

가지므로, 항상 0 또는 1의 값을 갖는다.

둘째, 셀에 있는 숫자를 중심으로 사방 9개의 셀을 계산한

다. 이 인코딩 방법은 아래와 같다.

    

    



    

    

부등호(, )를 이용해서 양변이 같다( )고 나타낼 

수 있다. CNF 인코딩에 비해서 PB 인코딩이 상대적으로 

용이함을 알 수 있다.

3.3 SMT 인코딩

 (그림2)의 예제를 다음과 같이 인코딩한다.

첫째, 변수의 타입을 설정한다. 각각의 셀을 나타내는 25

개의 변수는 정수 값으로 표현하므로 아래와 같이 인코딩

한다.

   

   



   

둘째, PB 인코딩과 마찬가지로 이 변수들은 0또는 1의 값

을 가지므로 다음과 같이 인코딩 한다. 이는 전위 표기법

과 유사하다. 

        

        



        

셋째, 셀에 있는 숫자를 중심으로 사방 9개의 셀을 계산한

다. 이 인코딩 방법은 아래와 같다.

         



         

SMT 인코딩은 부등호(, )로 나타내었던 PB에 비

해, 등호 연산()이 가능하다. 따라서 인코딩 분량을 줄일 

수 있다.

4. 실험 결과

 3장에서 제시한 인코딩 들의 성능을 평가하기 위해서 제

안한 인코딩 알고리즘을 구현한 인코더를 개발했다. 제안

한 인코딩 알고리즘의 성능 비교를 위해 다양한 크기 및 

난이도의 칸 칠하기 퍼즐을 6개 선택해서 실험을 했다. 사

용된 SAT 처리기는 minisat 1.14 버전이고, PB 처리기는 

minisat+ 1.0 버전, SMT 처리기는 Yices 1.0.11 버전을 사

용하였다. 실험 환경은 윈도우XP이고, CPU는 인텔 펜티

엄 코어2 듀오 2.66GHz이며 메모리는 2048MB이다. 인코

딩별 수행 시간은 아래 <표 1>과 같다.

<표 1> 인코딩 별 실험 결과

SMT
PBS SAT

SMT CNF

3×3 0.015 0.016 0.015 0.015

5×5 0.016 0.016 0.015 0.015

15×15 2.156 0.032 0.062 0.015

25×25 29.688 0.063 0.156 0.046

45×40 470.250 0.172 0.484 0.125

45×83 timeout* 0.609 1.125 0.281

*timeout : 제한 시간 600초 초과 
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<표 1>에서 언급된 시간은 각각의 처리기에서 소요된 시

간만을 의미할 뿐 인코딩에 소요된 시간은 제외시켰다. 그 

이유는 인코딩은 사용된 자료 구조와 사용된 언어에 따라

서 실행 시간이 매우 다르기 때문이다. 이러한 이유로 대

부분의 SMT, PB, SAT 관련 논문에서는 평가 기준으로 

처리기의 실행 시간을 이용한다. 위 여섯 가지 크기의 퍼

즐 중 하나인 45×40 크기의 퍼즐 풀이 결과는 (그림 4)와 

같다.

(그림 4) 45×40 크기의 퍼즐 풀이 결과

한편, 45×83 퍼즐을 SAT 처리기로 풀었을 때, 0.5초 미

만으로 풀렸으나, SMT 처리기를 이용해서 풀었을 때는 

제한 시간 600초를 초과해서 타임아웃 처리를 했다. 위의 

결과에서와 같이 SMT < PBS < SAT 순으로 실행 시간

이 우수함을 알 수 있었다.

 또한, SMT 처리기인 Yices는 CNF 파일을 직접 입력 받

아서 처리를 할 수 있다. 그리고 PB 처리기인 minisat+는 

PB를 읽어서 내부적으로 CNF 형식으로 변환한 뒤, 백엔

드로 minisat이 수행되는 구조를 가지고 있다. 하지만 따

로 CNF 파일을 읽어 들일 수 있지는 않았다. 따라서 

SMT 처리기와 SAT 처리기의 수행 시간을 CNF 파일을 

읽어서 결과를 출력하는 것으로 비교해 보았다. 이결과는 

<표 1>의 SMT-CNF 열과 같다. 흥미롭게도, Yices와 

minisat의 처리 시간이 그리 차이가 나지 않았음을 알 수 

있었다.

5. 결론 및 향후 연구

 연구에서 다룬 Pseudo Boolean은 SAT으로 보여주었던 

여러 가지 문제들을 Pseudo Boolean으로 바꾸어 주기만 

하면 해를 제시할 수 있다는 장점을 가진다.

 또한 SMT는 산술적인 계산과 결정 가능한 이론을 다루

고, 등호() 연산을 통해 PB 보다도 더 표현력이 높다는 

장점을 가진다.

 하지만 상대적으로 가장 인코딩 방법이 복잡했던 CNF 

인코딩이 가장 우수한 결과를 보였으며, 가장 표현력이 풍

부한 SMT 인코딩이 가장 낮은 결과를 보였다. 하지만 

CNF식을 직접 읽어 들인 SMT 처리기는 SAT 처리기에 

필적하는 성능을 보였다. PB 처리기와 SMT 처리기의 내

부가 SAT 처리기로 동작하므로, 굳이 PB와 SMT로 카운

팅 문제를 해결하지 않고 SAT으로 처리하는 것이 처리 

속도 면에서 가장 우수하고, 따라서 카운팅 문제를 처리할 

때는 SAT이 가장 적합하다는 것을 제안한다.

 향후 연구로는, 카운팅 문제 뿐만 아니라 다른 문제에도 

SAT, PB, SMT를 어떻게 적용 할 것인지, 그리고 그 문

제에 어떠한 인코딩이 가장 적합한 것인가를 알아 볼 것

이다. 아울러 SMT 처리기가 SMT 식을 받아들여 CNF로 

인코딩하는 과정을 연구하고, 어떻게 하면 SMT 처리기의 

수행 시간을 더 줄일 수 있을지 연구할 것이다.
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