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크리깅 모델을 이용한 곱분해 기법에서 정확하고 강건한 통계적 
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Abstract 

Moment-based reliability analysis is the method to calculate reliability using Pearson System with first-four raw 
moments obtained from simulation model. But it is too expensive to calculate first four moments from complicate 
simulation model. To overcome this drawback the MD(multiplicative decomposition) method which approximates 
simulation model to kriging metamodel and calculates first four raw moments explicitly with multiplicative 
decomposition techniques. In general, kriging metamodel is an interpolation model that is decomposed of global model 
and local model. The global model, in general, can be used as the constant global model, the 1st order global model, or 
the 2nd order global model. In this paper, the influences of global models on the accuracy and robustness of raw 
moments are examined and compared. Finally, we suggest the best global model which can provide exact and robust 
raw moments using MD method. 

기호설명 
R  : 시스템의 신뢰도  

fp  : 파괴확률 
)(xY  : 실제모델 
)(xXf  : 확률밀도함수 

)(ˆ xY  : 크리깅모델 
βxf ˆ)( T : 전역모델 

*)( γxr T : 국부모델 
R  : 상관행렬 
θ  : 상관계수벡터 

)(xr  : 상관벡터 

µ  : 평균 
2σ  : 분산 

1β  : 왜도 

2β  : 첨도 

lm  : l차 모멘트 

( )Yf  : Y 의 확률밀도함수 

1. 서 론 

신뢰성 기반 최적설계(reliability based design 
optimization: RBDO)는 최적설계에 앞서 신뢰성 
해석 (reliability analysis)이 선행되어야 한다. 
그리고 정확한 RBDO 해를 얻기 위해서는 정확한 
신뢰성 해석이 필요하다. 신뢰성 해석은 식 (1)과 
같이 정의할 수 있다.  
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여기서 )(xY 는 설계변수 x 에 대한 시스템의 
성능함수(performance function)이고 0)( ≤xY 는 
시스템의 안전 영역(safe region)을 의미한다.  
일반적으로 시스템의 신뢰도를 구하는 방법은 

크게 2 가지로 나누어볼 수 있다. 먼저 FORM(first 
order reliability methods)(1)과 SORM(second order 
reliability methods)(2,3)과 같이 성능함수(performance 
function)를 테일러 급수를 통해 1 차 혹은 2 차로 
근사화 하고 최대 가능 손상점(most probable failure 
point; MPP)(4)을 이용하여 신뢰도를 구하는 근사화 
기법이 있고 또 한계 상태방정식의 1-4 차 
모멘트를 통해 피어슨 시스템(Pearson System)(5)을 
이용하여 신뢰도를 구하는 모멘트 기반 신뢰성 
해석(moment-based reliability analysis)이 있다. 
여기서 기존의 모멘트 기반 신뢰도해석은 전조합 
실시법(full factorial design)과 피어슨 시스템을 
이용하여 신뢰도를 계산하는 전조합 모멘트법(full 
factorial moment method; FFMM)(6), FFMM의 수치적 
비용 문제를 해결하기 위해서 제안된 반응표면 
모멘트법(response surface augmented moment method; 
RSMM)(7), 다차원문제에서 통계적 모멘트를 
효율적으로 구하기 위해서 제안된 DR 법 
(dimension reduction method)(8), 그리고 기존의 
DR 법의 문제점을 해결하고 정확성, 효율성, 
안정성을 향상시킨 eDR 법(enhanced dimension 
reduction method)(9)과 다차원 적분을 1차원 적분의 
곱으로 표현하여 성능함수의 1-4 차 모멘트를 
정확하게 구해주는 곱분해 기법 (multiplicative 
decomposition method; MD)(10)이 있다. 
일반적으로 곱분해 기법을 통해서 신뢰성 

해석을 수행할 때 크리깅 모델을 사용한다. 
크리깅 모델은 전역모델과 국부모델로 이루어져 
있는데 전역모델은 상수모델, 1 차 모델, 2 차 
모델로 설계자의 결정에 의해서 정해지는 
모델이다. (11) 

본 연구에서는 크리깅 모델을 이용한 곱 
분해기법을 통해 신뢰성 해석을 수행할 
전역모델의 차수가 신뢰성해석에 끼치는 영향도를 
평가한다.  

2. 크리깅 모델 

크리깅 모델에서 실제 응답함수는 전역모델 
βxf T)( 과 이것으로부터의 편차(deviation)를 나타낸 

)(xz 의 합으로 가정하고 예측응답을 식 (2)와 같
이 정의한다. (3)   

 ( )xzβxfx += TY )()(ˆ  (2) 

식(2)에서 크리깅 모델의 전역모델은 일반화된 
최소제곱법(generalized least squared method)에 의해 

추정한다. 이때, )(xf 는 회귀모델을 구성하는 함
수이고 β는 추정된 회귀모델의 계수이다. )(xz 는 
편차를 나타내는 것으로, 평균이 0 이고 공분산이 
아래와 같은 식(3)으로 표현이 된다. 

 ),,()](),([ 2 θxxRxx jiji zzCov σ=  (3) 

여기서 )(xz 의 공분산은 2σ 와 상관행렬 
),,( θxxR ji 의 곱으로 나타낼 수 있다. 상관행렬을 

구성하는 상관함수 ),,( θxxR ji 는 식(4)와 같이 
Gaussian 상관관계로 정의한다.(4) 
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여기서 dn 는 설계변수의 개수, [ ]Tnd
θθ ,,1 L=θ 는 최

우량 추정법(maximum likelihood method)을 통해서 
구해지는 상관인자(correlation parameter)이고 식 (2)
의 크리깅 모델은 식(5)와 같이 유도된다.  

 *)(ˆ)()(ˆ γxrβxfx TTY +=  (5) 

여기서 YRFFRFβ 111 )(ˆ −−−= TT 로 일반화된 최소자승
추정치 (generalized least squared estimate)이고 

( )βFYRγ ˆ1* −= − 로 표현된다. )(xr 는 예측점 x 와 

실험점
ix 의 상관관계를 나타내는 상관벡터로 식 

(4)를 이용하여 나타내면 식(6)과 같이 표현할 수 
있다. 

 ( ) Tn )],(,),,(),,([ 21 xxRxxRxxRxr L=  (6) 

 이처럼 크리깅 모델은 βxf ˆ)( T 의 전역모델과 
*)( γxr T 의 국부모델의 합으로 표현되는 보간모델

이다. 일반적으로 크리깅 모델의 전역모델은 상수, 
1 차, 2 차 전역모델로 구분되고 설계자에 의해서 
결정된다.  

3. 신뢰성 해석 

신뢰성 해석은 곱분해 기법(10)을 통해서 구한 
성능함수의 통계적 모멘트를 피어슨 시스템을 이
용하여 분포의 특성 및 확률밀도함수를 구하고 이
를 통해서 시스템의 신뢰도 및 파괴확률을 구하는 
과정이다. 
3.1 곱분해 기법 
시스템의 통계적 모멘트는 다음과 같다. 
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여기서 µ ,σ , 1β , 2β 는 각각 평균, 표준편차, 

왜도, 첨도를 의미하고 )(xXf 는 랜덤변수 x의 
확률밀도함수를 의미한다. 이때 식 (7)과 같은 통
계적 모멘트를 구하기 위한 1-4차모멘트는 다음
과 같은 과정을 통해서 구한다. 

 
)4,3,2,1()()( == ∫Ω ldfYm X

l
l xxx            (8) 

이처럼 구해진 1-4차 모멘트를 이용하여 수식 
(9)를 통해 통계적 모멘트를 구한다. 
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여기서 1-4 차 모멘트를 실제모델을 이용하여 
구하게 되면 많은 수치적 비용과 계산이 필요하기 
때문에 효율성에서 떨어지고 또 설계변수가 증가
하게 되면 비용이 급격히 상승하게 된다. 이러한 
문제를 해결하기 위해서 실제 모델을 크리깅 모델
로 근사화하여 모멘트를 구한다.  
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이때 )(2̂ xY 는 실제모델의 응답을 제곱하여 크
리깅 모델로 근사화한 모델을 의미한다.  
크리깅 모델의 전역모델을 상수로 가정하여 1,3
차모멘트를 구하는 것은 각각 식(11), (12)처럼 유
도된다.  
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또 전역모델을 2 차로 가정하여 1,3 차모멘트를 
구하는 방법은 각각 식(13),(14)와 같다. 
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이렇게 실제응답을 크리깅 모델로 근사화하여 
식 (15), (16)과 같이 다중적분을 1 차원적분의 곱
을 통해서 1- 4차 모멘트를 구하는 방법이 곱분해 
기법이다.  
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여기서 i 는 크리깅모델을 생성할때 사용된 실
험점, j 는 응답을 제곱한 크리깅모델을 생성할 

때의 실험점, D 는 설계변수의 개수, "
kθ 는 응답

을 제곱한 크리깅 모델을 생성할 때 사용되는 상
관계수를 의미한다.  
 

3.1.2피어슨 시스템 
 
피어슨 시스템(4)은 식 (17)의 미분 방정식을 만
족시키는 확률 밀도 함수로 구성된다.  
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여기서 Abbbay ,,,,, 2100 는 각각 µ−=Yy , 

Ab /)34( 12
2

0 ββσ −−= , Aba /)3( 2110 +−== ββσ ,

Ab /)632( 122 −−−= ββ , )181210( 12 −−= ββA 이다.  
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MD기법을 이용하여 구한 1-4차 모멘트를 이용
하여 방정식의 계수 210 ,, bbb 를 구하고 이를 통해

서 얻은 미분방정식 2
210 ybybb ++ 의 해의 형태에 

따라 분포의 종류와 함수가 결정이 된다. 이를 통
해서 신뢰도를 얻을 수 있게 된다.  

4. 예 제 

위와 같은 방법을 통해서 시스템의 신뢰도를 얻
을 수 있는데 이때 곱분해 기법에서 사용되는 크
리깅 모델에서 전역모델을 어떤 전역모델을 이용
하여 1-4 차 모멘트를 구하는 것이 가장 정확한 
것인가에 대하여 평가 한다.  
먼저 전역모델은 상수모델, 1차 모델, 2차 모델

을 사용하였고 크리깅모델의 설계영역은 σµ 3± , 
1-4 차 모멘트를 구하기 위한 적분한 구간은 

σµ 6± 로 하여 계산하였다.  
그리고 크리깅모델의 정확도를 판별하기 위해서 

사용된 방법은 식(18)과 같이 평균제곱근오차(root 
mean square error; RMSE)를 이용하여 평가했다. 

( ) ( )( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

m

i
ii yy

m
RMSE

1

2ˆ1 xx              (18) 

 
4.1 1차원 비선형 예제 
 
먼저 간단한 수학적 예제를 통해서 어떤 전역모

델을 이용하는 것이 가장 정확한 모멘트를 계산할 
수 있는가를 알아보도록 한다.  

 
( ) ( ) ( )
)2,6(~

4/cos36/sin3/sin)(
2Nx

xxxxy πππ +−=   

 
Fig. 1 과 같이 실제모델과 전역모델을 상수모델, 

1차 모델, 2차 모델을 이용하여 근사화한 각각의 
크리깅모델이 설계영역에서는 정확히 일치하는 것
을 확인할 수 있다. 샘플링점은 10개로 하였고 이
때의 RMSE값은 각각 15044.2 −e , 15601.1 −e , 

14019.1 −e 로 실제 모델과 정확하는 것을 확인할 
수 있었다. 
이때 1-4 차 모멘트를 구하기 위해서 적분구간
인 σµ 6± 까지 확장하여 각각의 전역모델에 대한 
크리깅 모델을 근사화하면 Fig. 2 와 같이 표현되
는 것을 알 수 있다. 

  실제 모델을 근사화한 영역인 ]12,0[ 에서는 
실제모델과 정확히 일치하지만 이 영역을 벗어난 
구간에서는 각각의 전역모델에 따라 다른 응답특

성을 보이는 것을 확인할 수 있다. 전역모델을 상
수모델로 가정한 모델은 0 으로 수렴하는 모습을 
보이고 1차 모델과 2차 모델은 상수 모델보다 응
답값이 큰 차이가 나는 것을 확인할 수 있다. 
이와 같이 전역모델을 상수, 1차, 2차로 근사화
한 모델과 실제모델을 통해서 얻어진 1-4 차 모멘
트를 구하면 Table 1과 같다.  

Table 1 에서도 알 수 있듯이 실제모델의 모멘트
와 가장 잘 일치하는 것은 전역모델을 상수모델로 
가정한 크리깅모델을 통해서 구한 1-4 차 모멘트
가 가장 잘 일치하는 것을 확인할 수 있다.  
이 이유는 설계구간인 σµ 3± 영역에서는 모든 
전역모델이 실제모델과 정확하게 일치하지만 적분
구간인 σµ 6± 에서의 외삽구간에서는 실제모델을 
정확하게 근사화시켜주지 못하기 때문이다. 

Fig. 3 은 크리깅모델과 확률밀도함수를 곱한 값
을 나타낸 것이다.  
그림에서 보는 바와 같이 설계구간에서는 전역
모델이 상수, 1차, 2차모델을 이용한 크리깅모델의 
곱과 확률밀도함수의 곱이 모두 일치하지만 외삽
구간에서는 각각 전역모델에 따라 응답이 다른 것
을 알 수 있다. 
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Fig. 1 True model and kriging model 
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Fig. 2 Kriging metamodel within σµ 6±  

Interpolation region Extrapolation region Extrapolation region 
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Fig. 3 Multiplication of PDF and kriging metamodels for 

three different global models 
이처럼 1-4 차 모멘트값이 전역모델의 영향으로 
인한 것인가를 확인하기 위하여 크리깅모델의 설
계구간을 적분구간인 σµ 6± 까지 확장시켜 근사
화한후 1-4차 모멘트를 구해보았다. Table2에서 보
는 바와 같이 전역모델로 인한 영향이라는 것을 
확인할 수 있다. 

 
4.2 설계변수간의 교호작용과 비선형성이 강한 

문제 
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샘플링점의 개수는 36개를 사용하였고 응답의 

제곱을 한 크리깅 모델의 샘플링 개수는 49개를 
사용하였다. 이때 RMSE은 모두 001.0 이고 실제
모델과 거의 정확히 일치하는 것을 알 수 있다.  

Table 3 에서 보는 바와 같이 크리깅 모델의 전
역모델을 상수, 1차, 2차로 가정했을 때 모두 실제 
모멘트와 정확히 일치하는 것을 확인할 수 있었다. 
그 이유는 시스템의 응답값이 ]15.0[− 구간에 존
재하고 이는 1-4 차모멘트를 구하는 과정에서 전
역모델의 영향이 크지 않기 때문이다.  
실제로 다음 예제에서 보는 바와 같이 응답영역
이 크면 전역모델의 영향이 모멘트를 구하는 과정
에서 큰 영향을 미치는 것을 확인할 수 있다.  

 
4.3 설계변수간의 교호작용이 있는 2차원 문제 
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샘플링점의 개수는 36 개를 사용하였고 응답을 
제곱한 크리깅 모델의 샘플링 개수는 49 개를 사
용하였다. 이때 RMSE은 모두 001.0 이고 실제모
델과 거의 정확히 일치하는 것을 알 수 있다. 

Table 1 Results of first four raw moments for Ex. 4.1 
Moment 1st 2nd 3rd 4th 
Exact 0.27905 10.7487 23.2545 2.815e+2
Constant 0.45386 12.5641 24.6050 2.827e+2
1st order 0.45385 12.9028 13.5429 3.040e+2
2nd order 0.58696 3.958e+2 1.323e+2 3.396e+2

 
Table 2 Results of first four raw moments for Ex. 4.1 

Moment 1st 2nd 3rd 4th 
Exact 0.27905 10.7487 23.2545 2.815e+2
Constant 0.27878 10.6109 23.8564 2.830e+2
1st order 0.27878 10.6109 23.8563 2.830e+2
2nd order 0.27878 10.7107 22.5678 2.880e+2

 
Table 3 Results of first four raw moments for Ex. 4.2 

Moment 1st 2nd 3rd 4th 
Exact 0.40000 0.22129 0.13753 0.09112 
Constant 0.40000 0.22128 0.13753 0.09112 
1st order 0.40000 0.22127 0.12717 0.09108 
2nd order 0.40000 0.22058 0.12672 0.09009 

 
Table 4 Results of first four raw moments for Ex. 4.3 

Moment 1st 2nd 3rd 4th 
Exact 0.82693 0.99643 1.46082 2.51489 
Constant 0.82691 0.99626 1.46076 2.52031 
1st order 0.82691 0.99644 1.46118 2.506073 
2nd order 0.82692 1.09197 5.74208 1.1711e+2

Table 4 에서 보는 바와 같이 크리깅의 전역모델
을 상수, 1차, 2차로 가정했을 때 실제응답을 이용
하여 구한 모멘트와 가장 잘 일치하는 모델은 상
수, 1차모델이었고 2차 전역모델을 이용하면 3차, 
4 차 모멘트에서 큰 오차가 있는 것을 알 수 있었
다.  

5. 결론 및 향후 과제 

지금까지 신뢰성기반 최적설계을 하기 위해서 
선행되어야 할 신뢰성해석에서 곱분해기법을 이용
한 신뢰성해석에 대해서 알아보았다. 곱 분해기법
은 실제 응답을 근사모델인 크리깅모델을 이용하
여 통계적 모멘트를 구하는 방법으로 실제모델을 
크리깅모델로 정확하게 근사화해주는 장점이 있기 
때문에 다른 모멘트 기반 신뢰성해석보다 더 정확
한 값을 얻을 수 있는 장점이 있다.  
하지만 크리깅모델의 전역모델은 상수, 1차, 2차

모델로 이루어져 있으며 설계자의 선택에 따라서 
정해지게 되는데 신뢰성해석에서는 전역모델을 상
수모델로 가정하여 구하는 것이 가장 좋은 결과를 
얻을 수 있다는 것을 알 수 있었다.  
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그 이유는 크리깅모델의 설계구간인 σµ 3± 영

역에서는 실제모델과 크리깅모델이 정확히 일치하
지만 적분구간인 σµ 6± 영역에서는 크리깅의 전
역모델이 2 차인 경우가 실제 응답과 큰 오차를 
가질 확률이 더 높기 때문이다.  
예제에서도 확인했듯이 응답구간이 크면 클 수
록 그 오차는 큰 것을 알 수 있었고 반면에 응답
영역이 작으면 어떤 전역모델을 사용해도 큰 오차
가 없다는 것을 확인할 수 있었다.  
실제로 수치적 과정까지 포함을 하게 되면 신뢰

성해석을 하기 위한 곱분해기법에서 사용되는 크
리깅모델의 전역모델은 상수모델이 가장 좋은 모
델이라는 이라는 것을 알 수 있었다.  
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