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Abstract 

In this present work, trimmed surface analysis for the 2D elasticity problem is presented. The main benefit 
of the proposed method is that no additional modeling for analysis of a trimmed surface is necessary. As the 
first attempt to deal with a trimmed surface in spline FEM, the information of the trimming curve and 
trimmed surface exported from CAD system is directly utilized for analysis. For this, trimmed elements are 
searched through employing projection scheme. For the integration of the trimmed elements, NURBS-
enhanced integration scheme which is used in NEFEM is adopted. The quadtree refinement of integration cell 
is performed for the complicated trimmed cases. The information of trimming curve is used for obtaining 
integration points as well as constructing stiffness matrix. The robustness and effectiveness of the proposed 
method are investigated by presenting various numerical examples.  

1. 서 론 

NURBS (Non Uniform Rational B-Spline)는 기하학

적 형상을 표현하기 위한 매개변수 형태의 표현 
방법으로, 복잡한 형상의 정의가 간편하고 매개변

수 변화만으로 다양한 형상의 표현이 가능하기 때
문에 현재 CAD (Computer Aided Design) 분야에서 
널리 사용되고 있다. 현재 공학분야의 대표적 해
석기법이라고 할 수 있는 유한요소법(FEM)은 기
하학적 형상과 해의 공간을 다항식 형태

(polynomial basis)로 표현한다. 이러한 두 시스템의 
표현 방법의 차이는 CAD 모델로부터 유한요소모

델을 별도로 만들어야 하는 번거로움을 가져오고, 

그 과정에서 형상 근사(geometric error)에 의한 해
의 오차를 수반한다. 뿐만 아니라 해석을 위한 추
가적인 요소생성 작업도 필요하다. 만약 유한요소

해석의 형상함수로 CAD 의 형상표현 방법인 스플

라인(spline)을 사용한다면, 근사과정 없이 CAD 모
델을 해석에 직접 사용할 수 있기 때문에 해의 정
확도를 향상시킬 수 있다. 또한 CAD 시스템과 해
석 방법과의 자유로운 연동이 가능하기 때문에 해
석을 위한 독립적인 모델을 구성하는 등의 불필요

한 인력 및 시간의 낭비를 최소화할 수 있다. 이
러한 노력의 일환으로 최근에 스플라인 유한요소

해석(spline FEM)이 제안되어 현재 활발한 연구(1~4)

가 진행되고 있다.  
기존의 NURBS 기반 유한요소해석 방법은 해석 

모델이 항상 텐서곱(tensor product) 형태의 사각형 
패치(rectangular patch)로 구성되어야 한다는 한계

를 갖고 있다. Fig. 1a 와 같이 내부홀(inner hole)이 
있는 문제의 경우, 해석을 위해서는 최소 4 개의  
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Fig. 1 (a) Trimmed NURBS surface ; (b) Analysis 

domain of conventional spline FEM : 4 patches  
 

사각형 패치로 구성되어있어야 한다(Fig. 1b). 복잡

한 형상을 갖는 문제의 경우 사각형 형태의 패치 
조합으로 표현하는 데는 한계가 있으며, CAD 시스

템에서 구현이 가능하다고 하더라도 이를 위해서

는 많은 시간과 노력이 필요하다.  
일반적으로 CAD 시스템에서 내부 홀이 있는 문

제는 곡면 트리밍(surface trimming) 방법으로 모델

링을 수행한다. 본 연구에서는 별도의 사각형 형
태의 패치 분할 없이, CAD 에서 제공하는 트림 
곡선과 트림곡면의 정보를 해석과 연계하여 트림

곡면을 효과적으로 해석할 수 있는 방법을 제안하

고자 한다.  
 

2. 트림 곡면(trimmed surface) 

2.1 트림곡면과 트림곡선 
 

트림 NURBS 곡면은 NURBS 곡면과 이를 트림

하게 될 트림곡선들로 구성된다. NURBS 곡면과 
트림곡선은 식(1)과 식(2)와 같이 각각 ,s t 와 u 의 
서로 다른 매개변수의 공간들로 구성된다.  

, ,
0 0

( , ) ( , )
n m

S
i p i j

i j
s t R s t

= =

= ∑∑S P    (1) 

,
0

( ) ( )
n
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i p i
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u R u
=

= ∑C Q     (2) 

여기서 , ( , )S
i pR s t 과 , ( )C

i pR u 는 각각 곡면과 곡선에

서의 NURBS 형상함수이고, ,i jP 와 iQ 는 곡면과 

곡선에서의 조정점이다. 트림 곡면 내에 존재하는 
트림 곡선의 방향은 일정한 법칙을 따른다. 트림 
곡선의 오른쪽에 위치하는 영역은 항상 트림된 영
역(void region)이 된다. 즉, 내부홀이 있는 문제의 
경우 트림곡선의 방향은 항상 시계방향이 된다. 
본 연구에서는 트림곡면 해석시 이러한 트림곡선

의 방향 특성을 이용한다. 

 

 
Fig. 2 Point projection from ( , )P s t to trimming curve in 

the parametric domain 
 

2.2 임의의 점에 대한 트림영역 내/외부 존재 
여부 판별 방법 

 
Fig. 1 에 본 바와 같이 ,s t 와 u 는 직접적인 관

계가 없기 때문에, 임의의 점에 대해 이 점이 트
림 곡선의 내부에 위치하는지 혹은 외부에 위치하

는지에 대해 직관적으로 판단할 수 없다. 본 연구

에서는 투영방법(projection scheme) 을 이용하여 이
를 해결하였다. Fig. 2 는 트림곡면의 매개변수 영
역(parametric domain)을 나타낸다. Fig. 2 의 P 점이 
트림곡선 내/외부에 있는지 판별하기 위해 P 점을 
트림곡선에 투영한다. 이로부터 다수의 투영점

(projection points)을 얻을 수 있고, P 점과 투영점

간의 거리가 최소가 되는 근접투영점(closest 
projection point)을 찾을 수 있다. 근접투영점에서의 
트림곡선의 미분벡터( 1

tvr )와 P 점에서 근접투영점

까지의 벡터( 1d
r

)의 외적값이 지면 위 방향을 향하

게 되면 ( , )P s t 는 트림곡선 외부의 점이 된다. 이
는 트림곡선의 방향 특성을 알기에 가능한 판별 
방법이다. 이와 같은 방법을 이용하면 임의의 점
이 매개변수 영역에서 트림된 영역에 존재하는지 
아닌지 판별할 수 있다.  
 

3. 트림곡면해석 

3.1 트림 요소 검색 
 

2.2 절에서 설명한 방법을 이용하여 트림곡선이 
지나가는 요소를 검색한다. 트림요소 검색 단계는 
크게 두 단계로 이루어진다. 첫 번째 단계는 Fig. 
3 에 보인 바와 같이, 요소 중앙점에서 트림곡선으

로 투영하여 근접투영점과 중앙점과의 거리( id )를 
계산하여 트림요소를 판별하는 단계이다. 
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Fig. 3 Searching trimmed elements : Projection from 

the center point of elements to trimming curve 
 

 
Fig. 4 (a), (b) and (c) : Trimmed elements ;  

(d) and (e) : Non-trimmed elements 
 

 
Fig. 5 The grouping of the trimmed elements and 

trimmed element decomposition 
 

inr 를 요소 내접원의 반지름, outr 를 요소 외접원의 

반지름이라 하면, 크기 비교를 통해 각 요소들은 
아래와 같이 세 경우로 구분될 수 있다.  
 
경우 1 : i ind r≤   트림 요소 

경우 2 : in i outr d r≤ ≤   판단 할 수 없는 요소 

경우 3 : out ir d<   트림되지 않은 요소 

 
경우 2 는 첫 번째 단계로는 트림요소 여부를 판
단할 수 없기 때문에, 2.2 절에서 설명한 판별법을 
요소의 네 꼭지점에 대해 수행하여 트림요소 역에 

속하지 않거나(Fig. 4d) 속하게 되면(Fig. 4e) 이는 
트림되지 않은 요소이고, 그렇지 않은 경우(Fig. 4a, 
4b and 4c)는 트림 요소가 된다. 위와 같은 트림요

소 검색 방법은 어떠한 경우의 트림된 요소라도 
검색할 수 있다.  

3.2 트림 요소 적분 
 

모든 트림요소는 Fig. 5 와 같이 요소의 네 꼭지

점 판별을 통해 세 그룹으로 구분할 수 있다. 세 
개의 꼭지점이 트림영역에 있으면 그룹 A, 두 꼭
지점이 있으면 그룹 B , 한 꼭지점이 트림영역 안
에 존재하면 그룹 C 로 분류한다. 트림 요소의 적
분을 위해 Fig. 5 와 같이 트림요소분할(trimmed 
elements decomposition)을 수행한다. 삼각형 적분 
격자는 삼각형 가우스 구적법(triangular Gauss 
quadrature rule)을 사용하고, 한 면이 NURBS 곡선

을 갖는 삼각형 적분 격자의 경우 NE-적분법

(NURBS-enhanced integration scheme)을 사용한다. 
NE-적분법은 NEFEM (NURBS-enhanced FEM)(5,6)에 
제안된 방법으로 한 면이 NURBS 곡선으로 표현

되는 삼각형 격자를 정확하게 적분할 수 있는 적
분 기법이다.  

Fig. 6 에 NURBS 곡선을 갖는 삼각형 적분격자

에 대한 변환 관계를 나타내었다. PhΩ 와 PaΩ 는 
각각 물리적 영역과 매개변수 영역을 의미한다. 
이때 ∂ PhΩ 와 ∂ PaΩ 는 물리적 영역과 매개변수 영
역에서 NURBS 곡선이다. 변환 -1R 은 PaΩ 영역에

서의 삼각형 적분격자( st -좌표)를 꼭지점이 각각 
(0,0) , (1,0) , (0,1) 인 삼각형 격자( XY -좌표)로 변
환하는 1 차 변환이다. 본 연구에서는 삼각형 
FEM 형상함수를 사용하였다.  

 
{ } { }: , ,X Y s t→R      (3) 

1 2 3

1 2 3

( ) (1 ) ( )
( ) (1 ) ( )

s Y s X Y s X s
t Y t X Y t X t
= + − − +
= + − − +

           (4) 

 
따라서 XY -좌표에서 정의되는 NURBS 곡선 

( )uφ 는 ( ) ( )u C uφ = ⋅-1R 의 관계식으로 표현할 수 
있다. 변환 Q 는 가우스 구적법을 사용하기 위해 
삼각형 영역과 사각형 영역과의 관계를 나타내는 
변환식이다(5,6).  
 

{ } { }: , ,u X Yζ →Q              (5) 

( )(1 )
( )(1 )

X

Y

X u
Y u

φ ζ
φ ζ ζ
= −
= − +

    (6) 
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Fig. 6 Transformations of the triangular elements 

which has NURBS curved side 
 

 
Fig. 7 Transformations of the triangular elements 

 
여기서 주목할만한 점은 NURBS 곡선의 정보가 
변환식에 반영되어있다는 점이다. 이러한 관계에 
따라 가우스 적분점은 NURBS 곡선을 갖는 삼각

형 격자 내부에 배치하게 된다. 변환 P 는 단순한 
스케일 크기 변환이며, 가우스 적분점을 eΨ 영역

에 배치한다.  
 

{ } { }: , ,uξ η ζ→P       (7) 

2 1 2 1
1( ) ( )

2 2
1

2 2

u u u u uξ

ηζ

= − + +

= +
     (8) 

 
변환식 R 과 P 는 1 차 선형 변환관계이기 때문

에 계산비용이 많이 소요되지 않는다. 기존의 스
플라인 FEM 과 비교했을 때 Q 변환이 추가되었

음을 알 수 있다.  
Fig. 7 은 삼각형 적분격자에 대한 변환관계식을 

나타낸다. 삼각형 격자의 적분은 기존 스플라인 
FEM 에서 사각형 요소의 적분 방법과 동일하며, 
삼각형 가우스 구적법을 사용한다.  
 

3.3 강성행렬 수식화 
 

3.2 절에서 설명한 변환관계를 이용하여 트림요

소에 대한 강성행렬을 계산한다. 강성행렬은 다음

과 같다.  
 

1 1

1 1
1

NINT
k k

k

dxdy d d Wξ η
− −

=

= = = ∑∫ ∫ ∫ ∫T T T
eK B DB B DB J B DB J  

여기서 B 는 변형률-변위 행렬(strain-displacement 
matrix)이고, D 는 구성행렬(constitutive matrix), W
는 가중치를 의미한다. NURBS 곡선을 갖는 삼각

형 적분격자의 자코비안은 다음과 같다.  
 

[ ]

x y u X Y s t x y
u u X X s s
X Yx y u s t x y

Y Y t t

ζ
ξ ξ ξ ξ

ζ
ζ ζη η η η

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ∂ ∂⎡ ⎤ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

J

[ ] [ ] [ ]⎡ ⎤= ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦P Q R SJ J J J      (9) 

 
여기서 PJ , QJ , RJ , SJ 는 다음과 같다.  

[ ]
2 1

1 ( ) 0
2:

10
2

u
u u

u

ζ
ξ ξ

ζ
η η

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ = ⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦⎣ ⎦

PJ    (10) 

( ) ( )( ) ( )
1 1

( ) ( ) 1

X Y

X Y

X Y
u u

u u
u uX Y

u u

φ φ
ζ ζ

φ φ
ζ ζ

∂ ∂⎡ ⎤ ∂ ∂⎡ ⎤⎢ ⎥ − −∂ ∂ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ = ∂ ∂⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ − − +⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

QJ :  (11) 

[ ] 2 3 2 3

1 2 1 2

:

s t
s s t tX X
s s t ts t

Y Y

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥ − + − +⎡ ⎤∂ ∂ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −∂ ∂⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

RJ    (12) 

[ ] , ,

, ,

: s s

t t

x y
R x R ys s
R x R yx y

t t

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤∂ ∂ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∑ ∑
∑ ∑SJ    (13) 

 
QJ 에서 다시 NURBS 곡선의 정보가 사용됨을 알 

수 있다.  
 

4. 검증 예제 

4.1 구멍이 있는 무한 평면 문제  
 

Fig. 8 과 같이 정해가 존재하는, 구멍이 있는 무
한 평면 문제를 해석해보았다. x 방향으로 무한대

에서 단위 인장 응력을 받고 있을 때 정해는 다음

과 같이 주어진다. 

615



 

   
 

5

5

 
Fig. 8 Verification example : Infinite plate with a 

circular hole  

 
Fig. 9 Conventional spline FEM ; (a) Two patches ; (b) 

Mesh and control points configuration (quadratic) ; (c) 
Von-Mises stress contour 

 

 
Fig. 10 Convergence behaviors of FEM and 

conventional spline FEM 
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510 , 0.3, 1E aν= = = 로 하였다. 대칭성을 고려하여

1/4 영역만을 해석한다. 모든 경계에서 정해로부터 
구해진 응력 경계 조건을 부가하였다.  
먼저 기존 스플라인 FEM 의 특성을 알아보기 

위해 Fig. 9a 와 같이 두 개의 사각형 패치로 나누

어 해석을 수행하였다. Fig. 9b 는 2 차의 스플라인 
형상함수를 사용하였을 때 요소와 조정점을 나타

내고, Fig. 9c 는 해석 결과 얻어진 응력 분포를 나
타낸다. B-스플라인은 매듭점 중복도(knot 
multiplicity)가 k 이고, 형상함수의 차수가 p 차일 

때 패치내에서 p kC − 연속성을 만족한다. 따라서 
FEM 은 각 요소 경계에서 응력이 불연속이지만, 
스플라인 FEM 은 요소경계에서 응력이 연속성을 
갖는다. Fig. 9c 에 보인 바와 같이, 패치경계를 제
외한 패치 내 모든 구간에서 응력이 연속적인 거
동을 보임을 알 수 있다. 다만 패치경계에서는 스
플라인 형상함수가 0C 연속성을 갖기 때문에 응력

이 불연속성을 보인다. Fig. 10 은 FEM 과 스플라인 
FEM 의 오차 놈을 나타내었다. 같은 DOF 를 사
용하였을 경우 스플라인 FEM 이 FEM 보다 해의 
정확도가 높음을 알 수 있다.   
본 연구에서 제안한 트림곡면해석의 유용성과 

수렴성을 알아보기 위해 같은 문제에 대해 해석을 
수행하였다. 제안한 방법은 트림곡선에 대한 정보

가 해석에 반영되기 때문에 Fig. 11a 과 같이 하나

의 패치만으로도 해석이 가능하다. 하나의 패치만

을 사용했기 때문에 Fig. 11c 의 응력분포에서 알 
수 있듯이 모든 영역에서 응력이 연속적인 거동을 
보인다. Fig. 12 에 트림곡면해석의 수렴률을 나타

내었다. 2 차, 3 차, 4 차의 형상함수를 사용하였을 
경우 제안한 방법의 수렴률이 각각 2, 3, 4 로 이론

적인 수렴률을 보였다.  

 
Fig. 11 Trimmed NURBS surface analysis ; (a) One 
patch ; (b) Mesh and control points configuration 

(quadratic) ; (c) Von-Mises stress contour 
 

 
*Hmax : mesh parameter 

Fig. 12 Convergence behaviors of trimmed NURBS 
surface analysis 
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Fig. 13 Multiple-hole problem 

 

 
Fig. 14 The parametric domain (a) and physical 

domain (b) of Fig. 17 
 

 
Fig. 15 Von-Mises stress contour ; (a) Trimmed 

NURBS surface analysis ; (b) ABAQUS 
 

4.2 다수의 트림곡선이 있는 예제 
 

다수의 트림곡선이 있는 문제를 기존 방법으로 
해석하기 위해서는 사각형패치를 구성하기 위해 
새롭게 CAD 모델을 구성해야 한다. 이는 상당한 
비용과 시간을 요구한다. 반면에 트림곡면해석은 
하나의 패치로 해석이 가능하기 때문에 보다 효과

적으로 해석할 수 있다. Fig. 13 은 두 트림곡선이 
있는 해석 예제이다. Fig. 14a 와 Fig. 14b 는 트림

곡면해석에서 사용된 매개변수 영역과 물리적 영
역을 나타내었다. Fig. 15 는 트림곡면해석과 
ABAQUS 로 얻어진 응력분포이다. 두 응력 분포

가 비슷한 결과를 보임을 관찰할 수 있다.  

5. 결 론 

본 연구에서는 스플라인 형상함수를 이용하여 
트림곡면을 효과적으로 해석할 수 있는 방법을 제
시하였다. 이 방법은 하나의 패치만을 이용해서 
복잡한 형상을 갖는 문제를 해석하기 때문에, 도
메인 내 응력 불연속 문제가 발생하지 않고, 사각

형 형태의 패치로 CAD 모델을 새로 구성하는 번
거로움이 없다. 트림곡면해석의 오차분석 결과 이
론적인 수렴률을 보였으며, 기존의 스플라인 FEM
으로 해석하기 어려운 다수의 트림곡선이 존재하

는 문제에 대해 해석이 가능하다. 제안한 트림곡

면해석 방법을 이용하면 CAD 와 해석간의 데이터 
교환이 자유로워 해석 및 설계 과정의 효율성 제
고에 획기적인 기여를 할 수 있을 것이라 판단된

다.  
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