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Krylov 부공간에 근거한 모멘트일치법을 이용한 모델차수축소법 
및 배열형 MEMS 공진기 주파수응답함수 계산에의 응용 
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Abstract 

One of important factors in designing array-type MEMS resonators is obtaining a desired frequency 
response function (FRF) within a specific range. In this paper Krylov subspace-based model order reduction 
using moment-matching with non-zero expansion points is represented to calculate the FRF of array-type 
resonators. By matching moments at a frequency around a specific range of the array-type resonators, 
required FRFs can be efficiently calculated with significantly reduced systems regardless of their operating 
frequencies. In addition, because of the characteristics of moment-matching method, a minimal order of 
reduced system with a specified accuracy can be determined through an error indicator using successive 
reduced models, which is very useful to automate the order reduction process and FRF calculation for 
structural optimization iterations. 

1. 서 론 

현재 사용되는 무선통신 시스템에서 여러 가지 
주파수를 선택할 수 있도록 하는 필터에는 낮은 
삽입손실(insertion loss), 저전력, 높은 Q-factor를 지
닌 MEMS 공진기(resonator)가 요구된다.(7~9) 근래에
는 가용주파수 대역이 점점 높아짐에 따라서 수백 
MHz에서 수십 GHz 주파수 대역의 공진기가 개발
되어 사용되고 있다. 이러한 MEMS 공진기의 설
계에는 공진기의 관심주파수 대역에 대한 주파수
응답함수의 계산이 필수적이다. 특히 최근에는 용
도에 부합하는 주파수응답을 얻기 위하여 여러 개

의 공진기를 연결한 배열형 MEMS 공진기가 제안
되어 더욱 복잡한 시스템에 대한 방대한 주파수응
답함수의 계산이 필요하게 되었다.(7) 따라서, 특정
한 고주파수 대역에 대한 주파수응답함수를 효율
적으로 계산할 수 있는 수치계산방법이 절실히 요
구된다. 
본 논문에서는 모멘트일치법을 이용한 모델차

수축소법을 이용하여 관심 고주파수 영역에서 주
파수응답함수를 효과적으로 계산하는 방법에 대하
여 설명한다.(1~6) 또한, 초기 유한요소모델과 축소
모델 사이에 발생하는 결과의 오차를 축소모델의 
차수에 따라서 비교해 봄으로써, 공학적 측면에서 
요구되는 정확도를 지닌 축소모델의 차수를 자동
적으로 결정할 수 있는 방법을 보이고자 한다. 

2. 이차 시스템의 모델차수축소법 

일반적으로 이차 시스템의 운동방정식을 유한
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요소해석의 행렬 형태로 나타내면 다음과 같이 이
차 상미분방정식으로 표현된다.(1, 2)  
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여기에서, t는 시간변수, x(t)∈ℜN은 상태변수벡터, 
u(t)은 입력, 그리고 y(t)∈ℜp는 출력벡터를 의미한
다. 상태변수벡터 x(t)의 자유도는 N, 출력벡터의 
크기는 p이다. 행렬 M, C, K∈ℜN×N는 각각 이차 시
스템의 질량행렬, 감쇠행렬, 강성행렬이다. 행렬 
b∈ℜN와 L∈ℜN×p은 각각 하중이 작용하는 위치와 
크기를 나타내는 하중분배벡터와 선택한 위치의 
응답을 보기 위한 출력측정행렬을 의미한다.  
모델차수축소법의 기본 개념은 아래 식(2)의 관

계를 만족하는 변환행렬 V∈ℜN×n을 통하여 초기 
시스템의 큰 자유도의 상태변수벡터 x(t)의 응답을 
작은 자유도로 구성된 축소시스템의 상태변수벡터 
z(t)로 근사화하는 것이다. 
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따라서, 먼저 변환행렬 V를 구한 후에 식(1)의 이
차 시스템을 V의 부공간에 투영(projection)시키고, 
이 식의 양변에 V의 전치행렬을 곱하면 식(1)과 
동일한 형태를 지닌 이차 축소시스템을 아래와 같
이 구할 수 있다. 
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여기서, 축소행렬은 Mr=VTMV, Cr=VTCV, Kr=VTKV, 
br=VTb 및 Lr=VTL로 각각 표현된다. 따라서, 모델
차수축소법은 어떻게 변환행렬 V를 구하는가 하
는 문제로 귀결된다. 축소모델의 자유도는 n<<N
이고, 축소모델에서 입력 u(t)와 출력벡터 y(t)는 
초기 시스템과 비교하여 변동이 없음을 알 수 있
다. 주파수응답함수의 계산에 축소된 n차 자유도 
모델을 해석에 이용하므로 매우 효율적인 해석이 
가능하다. 

2.1 모멘트 일치법 
초기조건 dx(0)/dt=x(0)=0 하에서 식(1)의 전달함

수를 구하면 
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이고, 이 식을 s에 대하여 전개점 s=s0에서 테일러 
급수 전개(Taylor series expansion)을 하면 전달함수
는 아래와 같이 급수 형태로 표현할 수 있다.(2) 
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이때, 계수 mi를 전개점 s0에 대한 전달함수의 모
멘트(moment)라고 한다. 이 모멘트는 초기 시스템
과 축소시스템의 유사성(similarity)를 나타내는 지
표로 사용된다. 즉, 식(1)과 동일한 이차 형태를 
지닌 축소시스템 (3)의 전달함수를  
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라고 하면, 결국 모멘트일치법은 요구되는 차수 n
에 대하여 다음을 만족하는 축소시스템인 식(3)을 
찾는 문제를 의미한다. 

 n,,2,1i,ˆ ii L== mm   (7) 

만약, 식(1)을 비감쇠 시스템으로 가정하면 H(s)는 
다음 식으로 주어진다. 
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즉, 비감쇠 시스템의 모멘트는 mi=LT(−K−1M)iK−1b
이다. 

2.2 크리로프 부공간 
행렬 A∈ℜN×N 및 벡터 r∈ℜN에 대하여 

 },,,,{span),( 1q2
q rArAArrrA −= LK   (9) 

를 q차 크리로프 부공간(qth Krylov subspace)라 한
다. 만약 A=−K−1M, r=K−1b라고 하면 q차 크리로프 
부공간은 다음과 같이 표현된다. 
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크리로프 부공간에 근거한 모멘트일치법은 전달
함수의 모멘트 mi를 실제로 계산하지 않고, 초기 
및 축소시스템의 모멘트를 일치시킬 수 있도록 한
다. 크리로프 부공간에 근거한 모멘트일치법에 대
하여 식(2)의 변환행렬 V의 각 열벡터로 이루어진 
모든 선형 결합들이 식(10)의 q차 크리로프 부공
간을 구성(span)하면, 초기 비감쇠 이차 시스템과 
비감쇠 축소시스템의 첫 q번째까지의 모멘트는 서
로 일치한다.(4, 5) 이때, 변환행렬 V를 구하는데 초
기시스템의 질량 및 강성행렬과 하중분배벡터의 
정보만을 이용한다. 이러한 열벡터로 이루어진 변
환행렬 V는 아놀디과정(Arnoldi process)(2, 5)을 통하
여 계산되며 다음과 같은 정규직교성(orthonomal-
ity)을 가지고 있다. 
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여기서 Iq는 q차의 단위행렬이다. 
그런데, 초기 이차 시스템에서 감쇠행렬이 아래

의 식(12) 및 (13)과 같이 표현되는 경우는 식(2)의 
변환행렬 V가 단순히 Kq(−K−1M, K−1b)=colspan{V}
의 관계만을 만족하더라도, 초기 이차 시스템과 
축소시스템의 첫 q번째까지의 모멘트는 서로 일치
한다.(12) 

 KMC β+α=   (12) 

 KC cβ=   (13) 

특히, 본 논문에서 고려하고자 하는 문제와 같
이 특정한 고주파수 대역에 대하여 축소모델을 생
성하는 경우는 s0≠0인 전개점에 대하여 테일러 급
수 전개함으로써 그 주파수 대역에서 더 높은 정
확도를 가진 축소모델을 얻을 수 있다. 만약 주파
수응답함수의 관심주파수를 f0 Hz라고 하면 변환행
렬 V는 다음 식으로 얻어진다. 
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이 때, s0=−(2πf0)2이다. 이와 같이 식(14)를 이용함
으로써 작동 영역이 고주파수 대역인 MEMS 공진
기의 주파수응답해석에 모멘트일치법을 이용한 축
소모델링을 더욱 효과적으로 적용할 수 있다. 

3. 배열형 MEMS 공진기의 차수모델링 

본 절에서는 Fig. 1 형태의 MEMS 공진기의 수
백 MHz 주파수 대역에서 발생하는 Fig. 2와 같은 
와인잔 형태의 고유진동모드(extensional wine-glass 
mode)(8)를 사용하여 높은 Q-factor를 가지도록 응
용된 단일 MEMS 공진기에 대한 주파수응답함수
를 기본으로 하여 이를 2×2, 4×4, 6×6의 배열 형태
로 확장한 배열형 MEMS 공진기에 대한 주파수응
답함수를 모델차수축소법을 이용하여 효율적으로 
계산하고 이를 초기 ANSYS 유한요소모델의 결과
와 비교하여 제안한 해석 방법의 유용성을 보이고
자 한다. 

3.1 유한요소모델링 
Fig. 1은 단일 공진기에 대한 ANSYS의 유한요

소모델과 입력 및 출력을 나타낸다. 이 유한요소
모델은 SOLID45 요소로 구성되며 화살표는 유전
체를 이용한 구동(dielectric transduction)(7, 9)을 모델
링한 압력(1 kPa)을 나타낸다. 유한요소모델에서 
네 면 끝단의 빔 부분은 구속되었다. 주변형 방향

이 각 공진기의 중심축에 대한 반경 방향이므로 
각 중심축을 원점으로 하는 원통좌표계를 기본좌
표계로 사용하였으며, 4사분면에 있는 세 점 B, T, 
그리고 M에서 반경 방향의 응답을 고려하였다. 

3.2 주파수응답해석 
공진기에서 출력응답은 Fig. 1(a)처럼 마지막 열

(column)에 위치하는 각 공진체의 4사분면에 표시

  
(a)                       (b) 

Fig. 1  A 1×1 resonator: (a) finite element model 
with 24,960 DOFs; (b) pressure on the surface of 
the second quadrant to model actuation force by 
dielectric transduction 

 

 
Fig. 2  Extensional wine glass (EWG) mode of the 
1×1 resonator (f=638.6 MHz) 
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Fig. 3  Frequency response of the 1×1 resonator 
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된 세 지점에서의 반경 방향 응답의 노움(norm)이
며 다음 식으로 계산하였다. 

2
RBk

2
RMk

2
1RM

2
1RTR UUUU||U|| ++++= L   (15) 

여기서, k는 배열형 공진기에서 열의 개수를 표시
한다. 주파수응답 해석시, 각 시스템의 감쇠는 주
파수 f=638.6 MHz에서 Q=4650을 가정하여 α=0 s−1 
및 β=5.36×10−14 s인 비례감쇠로 하였다.(8) 이 때, 
기준은 ANSYS의 direct method를 이용하여 해당 
주파수대역의 201개의 주파수에서 계산한 주파수
응답이다. Fig 3은 EWG 모드 부근(637.5~639.5 
MHz)에서의 주파수응답을 도시한 것이다. 자유도 
n=10인 축소모델로 그래프 상에서 오차를 확인할 
수 없을 정도로 정확한 결과를 얻을 수 있었다.  
최근에 주파수응답의 대역폭(bandwidth) 및 통과

대역(pass-band)을 사용 용도에 부합되도록 설계하
기 위하여 단일 공진기를 배열 형태로 연결한 배
열형 공진기가 도입되고 있다.(7) Fig. 4~6은 각각 
2×2, 4×4, 6×6 배열형 공진기의 주파수응답을 축소
모델과 ANSYS의 초기 유한요소모델을 사용하여 
계산한 것이다. 배열형 공진기에서 EWG 모드가 
발생하는 주파수 대역인 636.5~638.5 MHz에서의 
주파수응답을 도시하였다. 배열형 공진기의 경우, 
단일 공진기에 비하여 통과대역은 대략 1 MHz 정
도 낮아졌으며 주파수응답의 대역폭이 넓어지고, 
필터의 형상계수(shape factor)가 향상되는 경향을 
보였다. 

2×2 배열형 공진기의 경우, 초기 유한요소모델
은 자유도 N=93,720이며 이를 n=30인 축소모델로 
관심주파수대역에 대하여 그래프상에서 오차를 구
분할 수 없을 정도로 정확한 결과를 구할 수 있었
다. 4×4 및 6×6 배열형 공진기의 경우, 각각 초기 
유한요소모델은 자유도 N=371,280 및 N=832,680
이며 이를 n=80과 n=150인 축소모델로 관심주파
수대역에 대하여 그래프상에서 오차를 구분할 수 
없을 정도로 정확한 결과를 구할 수 있었다. 

3.3 오차분석 
MEMS 공진기의 주파수응답 해석에서 설계에 

필요한 높은 정확도를 가지면서 최소의 차수(n)을 
가지는 축소모델을 생성하는 것은 해석의 정확도
와 경제적인 측면에서 중요한 문제이다. 이차 시
스템의 주파수응답함수의 경우에 오차지표(error 
indicator)(2, 13)를 이용하면 공학적 측면에서 사용자
의 개입없이 자동적으로 축소모델의 차수를 결정
할 수 있다. 이것은 테일러 급수 전개점에서부터 
관심주파수 대역이 멀어지면 초기모델과 축소모델 

사이의 오차가 커지지만 축소모델의 차수를 높이
면 더 넓은 주파수 대역까지 두 응답이 정확히 일
치하는 모멘트일치법의 특징을 이용한 것이다. 예
를 들어 축소모델의 차수가 n일 때, 특정한 주파
수에 대한 주파수응답함수의 진오차(En)와 오차지
표(en)는 각각 아래의 식으로 정의한다. 
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Fig. 4  Frequency response of a 2×2 resonator 
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Fig. 5  Frequency response of a 4×4 resonator 
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Fig. 6  Frequency response of a 6×6 resonator 
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)s(e

1n

1nn
n

+

+−
=   (17)  

여기서 H(s)와 Ĥn(s)는 각각 초기 유한요소모델과 
n차 축소모델의 전달함수를 의미한다. 즉, 진오차 
En(s)는 n차 축소모델로 계산한 전달함수와 초기 
유한요소모델의 전달함수와의 상대오차를 의미하
며, 오차지표 en(s)는 n차 축소모델과 n+1차 축소
모델로 계산한 전달함수의 상대오차를 의미한다. 
여러 가지 문제의 경우에 넓은 주파수 대역에서 
다음과 같은 관계가 성립됨이 수치적 계산을 통하
여 관찰되었다(2, 13). 

 )s(e)s(E nn ≈   (18) 

Fig. 7은 각 공진기에 대하여 최대 관심주파수 f 
Hz에서의 진오차와 오차지표로 계산한 상대오차
를 비교한 결과인데, 진오차가 기계정확도(machine 
precision)에 수렴할 때까지는 식(18)의 관계가 성
립하며 오히려 그 이후에는 오차지표가 오히려 더 
작은 값을 가지는 경향을 가짐을 확인할 수 있다. 
따라서, 이를 활용하면 진오차를 계산하지 않고도 
원하는 주파수에 대하여 사용자가 설정한 오차 수
준(ε)에 해당되는 축소모델의 최저 차수 nmin을 사
용자의 반복적인 개입없이 자동적으로 구할 수 있
을 것이다. 

 })(e|nmin{n nmin ε≤= f   (19) 

Table 1은 각 MEMS 공진기에 대하여 오차 수준을 
ε=10−4로 설정하였을 경우, 식(19)로 결정된 축소
모델의 최저 차수 nmin을 나타낸다. 

4. 결 론 

본 논문에서는 고주파수 대역에 존재하는 관심
주파수에서의 전달함수의 전개를 이용한 모멘트일
치법과 크리로프 부공간에 근거한 모델차수축소법
을 이용하여 배열형 MEMS 공진기의 주파수응답
함수를 정확하면서도 매우 효율적으로 계산할 수 
있음을 보였다. 본 논문을 통하여 다음과 같은 결
론을 도출하였다. 

1) 모멘트일치법의 특징에 근거하여 고주파수 
대역에 존재하는 관심주파수 영역에서 초기 시스
템의 전달함수의 전개를 이용함으로써 낮은 차수
의 축소모델로 고주파수 대역의 주파수응답함수를 
효율적으로 계산할 수 있었다. 

2) 이러한 유형의 문제에서도 오차지표를 이용
함으로써 설계 및 해석에 요구되는 정확도를 설정

Table 1 The optimum order of reduced system 

MEMS array 1×1 2×2 4×4 6×6 
f(MHz) 639.5 638.5 638.5 638.5 

ε 10−4 10−4 10−4 10−4 
nmin 6 36 109 179 
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(a) 1×1 resonator 
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(b) 2×2 resonator 
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(c) 4×4 resonator 
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(d) 6×6 resonator 

Fig. 7  Comparison between true errors En(f) and 
estimated errors by the error indicator en(f) 
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한 후, 이를 만족하는 최소 차수의 축소모델을 자
동적으로 결정할 수 있음을 보였다. 

3) 배열형 MEMS 공진기의 주파수응답함수에 
오차지표를 도입한 모델차수축소법을 이용함으로
써 향후 필요한 대역폭 및 통과대역의 향상을 위
한 최적설계, 제작오차를 고려한 강건최적설계 등
에 효율적으로 사용할 수 있을 것으로 판단된다. 
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