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ABSTRACT

  In this paper, the purpose is to investigate the stability and variation of natural frequency of a Timoshenko 

cantilever beam subjected to follower force and tip mass. In addition, an analysis of the flutter instability(flutter 

critical follower force) of a cantilever beam as slenderness ratio is investigated. The governing differential equations 

of a Timoshenko beam subjected to an end tangential follower force is derived via Hamilton;s principle. The two 

coupled governing differential equations are reduced to one fourth order ordinary differential equation in terms of the 

flexural displacement. Finally, the influence of the slenderness ratio and tip mass on the critical follower force and 

the natural frequency of a Timoshenko beam are investigated.
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1. 서 론

일반적으로 보의 길이에 비해 그 단면적이 매우 작기만 

하면 전단변형의 효과는 무시할 수 있음이 잘 알려져 있다. 

보의 단면적과 길이에 대한 비는 세장비(slenderness 

ratio)이며 이를 이용하면 보의 기하학적 형상과 관심 있는 

모드가 어떤 것인지, 그리고 몇 개의 모드를 고려할 것인지

에 따라 오일러-베르누이 보 모델과 티모센코 보 모델 중 

어느 모델을 사용할지를 결정할 수 있다. 참고문헌 (1), (2)

에는 세장비와 전단변형 및 회전관성의 영향에 의한 외팔

보의 고유진동수비를 잘 나타내 주고 있다. 하지만 크랙을 

가진 외팔보에 끝단질량과 종동력이 작용하는 경우 세장비

의 영향에 의한 보의 고유진동수 변화에 대한 결과는 찾아

보기 힘들다. 크랙이 없는 경우 세장비에 따른 임계 종동력

에 대한 연구는 몇몇 진행되어져 왔다.(3,4) 특히, Lee(5)등은 

보의 끝단에 탄성지지 된 티모센코 보에 종동력이 작용하

는 경우 탄성지지와 세장비의 영향에 의한 안정성 연구를 

수행하였다. 만약 보의 불안정에 큰 영향을 미치는 크랙이 

존재하는 경우는 그 결과와 상이할 것이라 판단된다. 따라

서 이 연구는 집중 종동력을 받는 티모센코 보에 크랙이 

존재하는 경우에 보의 고유진동수에 미치는 세장비의 영향

에 대한 선행 연구로서 수행되어진 것이다. 특히 끝단질량

의 영향을 고려한 경우 세장비와 임계 종동력의 상관관계 

및 보의 고유진동수에 미치는 영향에 대한 결과도 도출하

였다. 

2. 종동력을 받는 Timoshenko 보

 자유진동에 대하여 티모센코 보 이론을 적용한 외팔보의 

운동방정식을 Hamilton의 원리를 이용하여 유도하면 다음

과 같다.(6)
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여기서  는 횡방향 변위,  는 전단변형, 는 

전단계수이다. 또 , , 그리고 는 각각 종동력과 보의 

단면적, 그리고 전단탄성계수를 나타내고 있다.  , , 그

리고 는 각각 보의 단위 길이당 질량, 영계수, 그리고 보

의 단면 2차 모멘트를 의미한다. 식 (1), (2)로부터 

를 소거시키면 횡변위 에 대한 운동방정식을 얻을 

수 있다.

   
 


 









     


 





 









     (3)

여기서 는 보의 밀도이며, 횡변위와 전단변형은 각각 다

음과 같이 나타낼 수 있다. 

   
,                              (4)  

  
                               (5)

여기서  는 보의 고유진동수이며  를 나타낸다. 

식 (4)를 식 (1)에 대입하면 다음 식을 얻을 수 있다.
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        (6)

여기서 ()′ 은 무차원 좌표 (=)에 대한 미분을 나타내

며, 식 (6)에 사용된 각 무차원 파라미터는 다음과 같다.

 

 


  
 

   

  

 
    (7)

여기서  은 보의 전체 길이를 나타내며. 세장비는 이

다. 식 (6)의 일반해를 구하면 다음과 같다.

 

  
    (8)

여기서 








 ∓  
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이며,  과  는 각각 다음과 같다.
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동일한 방법으로 계산을 하면 전단변형에 대해서도 다음과 

같이 구할 수 있다.

 

  
          (11)

여기서 

 


  


   (12)

이다. 끝단질량을 가진 외팔보의 경계조건은

 

    




   


  

         (13)

이다. 여기서 는 무차원 끝단질량으로

 


                                      (14)

이다. 식 (8), (11)의 미지수들은 식 (13)의 경계조건을 이

용하여 각각 구할 수 있다. 또 계의 고유진동수는 다음과 

같은 고유치의 기본 형태로 변환하여 쉽게 구할 수 있다.

Λ  Λ                                (14)

여기서 Λ 는 식 (12) 의 경계조건을 대입하여 얻은 각각의 

식을 행렬형태로 표현한 것이다. 또 Λ 는 Λ의 행렬식을 

나타내고 있으며, 는 다음과 같다. 

        
                          (15)

여기서 위첨자 T는 전치를 의미한다.

3. 수치해석결과 및 고찰

  이 연구에서는 수치해석에서 유도된 운동방정식을 이용

하여 외팔보의 세장비에 따른 임계 종동력 값, 그리고 종동

력과 끝단질량이 보의 고유진동수 변화에 미치는 영향을 
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수치해석 예제를 통해 비교하고 고찰하였다. 수치해석은 

Mathematica (5.0) 를 이용하여 계산을 수행하였다. 일반적

으로 종동력을 받는 외팔보에서 종동력이 증가할수록 1 차 

모드 고유진동수는 서서히 증가하고, 2 차 모드 고유진동수

는 감소하는데 두 모드의 고유진동수가 일치하는 점의 종

동력 값이 그 계의 플러터 불안정을 유발하는 임계 종동력

( ) 값이다. 이 연구에서 세장비()의 영향을 해석하기 

위하여 참고문헌 (1)의  = 5/6,  = 3.20 의 값을 

사용하였다. 먼저 수치해석의 타당성을 검토하기 위하여 

Table 1과 Fig. 1에 이 연구의 결과와 참고문헌의 결과들

을 비교하였다. 

  Table 1에서는 파라미터 에 따른 티모센코 보의 무차

원 고유 진동수를 참고문헌 (7)과 비교한 결과이다. 이 결

과에서 볼 수 있는 것처럼 최대 오차가 약 0.5%정도로 두 

결과가 거의 일치함을 알 수 있다. 또 Fig. 1은 세장비의 

영향에 의한 보의 고유진동수 비를 4차 모드까지 나타낸 

것으로 참고문헌과 거의 동일한 결과이다. 

  Table 2는 세장비 및 끝단질량에 의한 외팔 보의 임계 

종동력값을 나타낸 것이다. 의 크기가 증가할수록 임계종

동력값은 작아지며, 끝단질량과 임계 종동력값은 서로 반비 

Table 1 Natural frequency of Timoshenko cantilever 

uniform beam


 

Present Ref.(7) Present Ref.(7)

10-7 3.52 3.51 22.03 22.03

0.0004 3.50 3.50 21.46 21.47

0.0016 3.46 3.46 19.98 20.01

0.0036 3.40 3.40 18.09 18.14

0.0064 3.32 3.32 16.16 16.23

0.01 3.22 3.22 14.39 14.46
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Fig. 1 Influence of shear force and rotary motion on 

natural frequencies of cantilever uniform beam

례적인 경향을 가짐을 알 수 있다.

  Fig. 2는 끝단질량이 없는 경우 세장비와 종동력의 영향

에 의한 보의 고유진동수 비를 나타낸 것이다. 1차 모드에

서는 종동력의 값이 일정정도 이하( )에서는 종동력

이 작용하지 않는 경우에 비하여 고유진동수비가 더 낮게 

나타나지만 그 이상의 경우에서는 오히려 진동수비가 더 

크게 나타남을 알 수 있다. 특히 종동력이 10인 경우 세장

비가 15.9( ) 이상인 경우 오일러 보인 경우에 비

Table 2 Critical follower force as slenderness ratio


Critical follower force ( )

     

0.02 19.21 16.17 15.56

0.04 17.15 14.77 14.33

0.06 14.53 12.91 12.63

0.08 12.03 11.01 10.83

0.1 9.91 9.27 8.65
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Fig. 2 Natural frequencies of Timoshenko cantilever 

beam according to the follower force( )
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Fig. 3 Influence of tip mass on natural frequencies of 

Timoshenko cantilever beam( )
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Fig. 4 Influence of follower force on natural 

frequencies of Timoshenko beam( )

하여 고유진동수가 더 크다는 것을 알 수 있다. 또 2차 모

드에서는 종동력과 진동수비는 서로 반비례적인 경향을 보

인다.

  Fig. 3은 무차원 종동력  로 작용하는 경우 끝단질

량과 세장비의 영향에 의한 보의 고유진동수 변화를 도시

하였다. 끝단질량과 진동수비는 서로 비례적인 경향을 가짐

을 알 수 있다. 

  Fig. 4는 무차원 끝단질량의 크기가 0.2인 경우 종동력

의 영향에 의한 보의 고유진동수 비를 나타내었다. 1차 모

드에서는 종동력의 영향에 의하여 진동수비가 점점 증가하

는 경향을 보이고 2차 모드에서는 그 반대의 경향으로 변

화한다.

4. 결 론

외팔보에 종동력과 끝단질량이 작용하는 경우 보의 세장비

의 영향에 따른 보의 임계 종동력과 고유진동수 변화에 대

하여 수치해석 하였다. 이 연구는 크랙을 가지는 경우 임계 

종동력과 세장비의 관계를 파악하기 위한 선행 연구로 진

행되었다. 본 연구의 결과는 종동력과 끝단질량을 고려하여 

티모센코 보 이론을 적용할 경우 수치해석 예제의 선택에 

있어 단면적과 길이의 결정에 참고할 수 있을 것이라 판단

된다.
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