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ABSTRACT 

A modeling method for the impact analysis of plate structures employing Hertzian contact theory is 
presented in this paper. Since local deformation as well as bending deflection of the plate occurs due to the 
collision, it has to be considered for the impact analysis. When the coefficient of restitution is employed for 
the impact analysis, the local deformation is not considered. For more accurate and reliable impact analysis, 
however, the local deformation should be considered. The effects of the location of collision and the collision 
mass on the impact duration time and the contact force magnitude are investigated through numerical studies 
employing Hertzian contact theory.  

1. 서 론 

평판 구조물은 여러 가지 공학적 예제에서 발
견되는 중요한 구조 형태이며 항공기나 로켓의 날
개, 인공위성의 태양열 전지판, 그리고 헬리콥터의 
블레이드 등과 같은 외팔 평판 구조물 형태의 예
제들을 대표적으로 볼 수 있다. 이들 중에 특별히 
비행기나 로켓의 날개는 이륙 또는 발사 시에 병
진 방향 가속도를 받게 된다. 그리고 이러한 평판

의 병진 방향 가속도는 시스템 강성 변화를 가져

오게 되어 그 동적 특성들을 변화시키게 된다. 이
러한 구조물들은 때때로 작동 시 충돌을 일으키게 
되며 (날개에 충돌하는 우박 충돌 효과나 피탄의 
충돌 효과) 이러한 충돌은 평판의 굽힘 변형과 같
은 국부 변형을 발생시키므로 충돌 해석 시 그 영
향이 고려되어야 한다. 또한 충돌 해석에 사용되

는 반발계수로는 이 국부 변형의 영향이 고려되지 
않으므로 이러한 운동을 하는 구조물의 충돌에 의
한 동적 특성의 정확한 규명을 위해서는 평판의 
국부 변형의 영향을 고려한 충돌 모델링과 해석을 
위한 연구가 필요하다. 

강체 운동을 하는 구조물의 진동 특성에 대한 
연구는 참고문헌[1-5]에서 보여지는 바와 같이 블
레이드형 구조물부터 참고문헌[6-9]에서의 평판형 
구조물들에 대해 이루어지고 있는 것을 볼 수 있
으나 충격은 고려하지 않았고, 강체 운동을 하는 
구조물의 충격해석에 관한 연구는 참고문헌[10-14]
에서 보여지나 충격으로 인한 충격력을 간단한 형

태로 가정해서 이러한 해석 모델은 특정 경우에만 
적용된다. 그러나 로켓이나 항공기는 작동 중에 
(강체  운동을 하며) 충돌을 일으킬 수 있으며, 발
생하는 충돌은 충돌 대상에 따라 매우 다양하므로 
평판의 국부 변형과 큰 상관관계를 지닐 수도 있
다. 따라서 본 연구의 목적은 강체 운동을 하는 
구조물에 대한 다양한 충돌을 보다 정확히 해석하

기 위해 구조물의 국부 변형을 고려한 충돌 해석 
모델링을 도출하고 강체 운동의 크기와 충돌 위치 
등에 따른 충돌 시간과 충격력의 변화를 관찰하고

자 한다. 
본 논문의 구성은 다음과 같다. 서론에 이어 다

음 절에서는 충돌이 일어나는 병진 가속을 받는 
외팔 평판의 굽힘 방향 운동방정식을 유도하고 충
돌 시 발생하는 접촉력을 구조물의 국부 변형을 
고려한 수정된 Hertz 접촉 이론을 이용하여 유도하

였으며 3 절에서는 해석 결과를 도출하고 충돌 위
치 변화와 충돌 물체의 질량에 따른 충돌시간과 
접촉력의 크기 등에 관해 논의하였다. 마지막 절
에서는 본 논문의 결론을 수록하였다. 

 

2. 운동방정식 

2.1 운동방정식 유도 
Fig. 1 은 가로 a, 세로 b 그리고 일정두께 h를 가
지는 외팔 평판을 보여준다. 이 평판은 가속을 받
는 고정단에 부착되어 있으며 구와 임의의 시간 

에 R점에서 굽힘 방향으로 충돌이 발생한다. 
평판 상의 임의의 한 점인 P점의 탄성변형 변위

는 직교방향 변수인  로 나타내어 진다. 

It
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 구 , 은 보와 의 강성 계수, h  는 보의 높이 A 는 
단면 면적, ν , sν 은 보와 의 Poisson ratio, 구 I 는 

보의 관성 모멘트, pr , sr 는 보와 구의 반지름 보

는 무한대의 곡률을 는 평판으로 가정), m 은 
구의 질량, 그리고 D  는 굽힘 강성 계수 다. 
여기서 하첨자 s는  나타낸다 그리고 D  는 
굽힘 강성 계수 이다. 

여기서 1 2 3,  ,  

(

 가지

이

구를

μ μ μ   는 변형 변수 를

위  수

참고문헌 [9]에서 유도한 

,,2,1 0 μμμ ++==++ LiFF I
jj  (1) 

 

 는 일반관성력이고, 는 평판의 

탄 로부 력, 그

321 ,, uuu
한 일반 이다. 
평판의 운동방정식은 

것과 이  V

좌표의 

 같 on Karman strain 으로부터 얻어진 총 
변형 에너지와 Kane’s method 를 사용하고 이에 충
격으로 인한 충격력를 사용하여 다음과 같이 유도

할 수 있다. 
 
* FU ( )321j

여기서
*
jF U

jF

성에너지 터 유도된 일반작용 리고 I
jF

충격으로 인한 일반 작용력이다. 평판에 작용하

충격력은 접촉력 CF 와 dirac delta function 

( )

는 

( )yx yRx − R−δδ 의

있다. 따라서, 충격력에 의

 곱으로 나타낼 수 

한 일반작용력은 식(3)
와 같이 유도할 수 있다. 
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동 방정식을 풀어야 한다. 
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Fig. 1 Configuration of a cantilever plates 
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2/(1 )Ehγ ν≡ −  
 
여기서 두 미분 방정식의 특해를 진동 방정식을 

는데 이용한다. 아래 첨자의 표시 중 콤마 뒤에 

향 운동 방정식을 
다

얻

나타나는 것은 이들에 대한 편미분으로 예를 들어 
φi,xx는 φi, 를 x로 두 번 편미분한 것을 두 미분 방
정식의 일반해를 이용하여 참고문헌[9]에 정의된 
대로 면내 선형 변형율을 구하고 이를 굽힘방향 
운동 방정식을 얻는데 이용한다 
식(3),(4)로부터 구한 선형 변형율 들을 굽힘 변

형 에너지 식에 대입하여 굽힘방

음과 같이 유도할 수 있다.  
 

( )a b
ρ φ φ

((
( ) ) )

( )
( )

3

1

3 3 30 0

3 , 3 , 3 , 3 , 3 , 3 ,0 0

3 , 3 , 3 , 3 , 3

3 , 3 , 3 , 3 ,

0 0
3 , 3 , 3 , 3 ,

2 1
j

i j j

a b

i xx j xx i yy j yy i xx j yy

i yy j xx i xy j xy j

a b xx i x j x i y j y

yy i y j y i x j x

p dydx q

D

dydx q

dydx

μ

φ φ φ φ νφ φ

νφ φ ν φ φ

ε φ φ νφ φ
γ

ε φ φ νφ φ

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞+
⎜ ⎟+
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑

∫ ∫

∫ ∫

∫

&&

( )( )

3

1

3

3

3 , 3 , 3 , 3 , 30 0
1

330 0
               ( 1,2, , )

j
j

a b

i y j x i x j y j
j

xy

a b
z i

q

Gh dydx q

a dydx i

μ

μ

ε φ φ φ φ

ρφ μ

=

=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− =

+

∑ ∫

∑ ∫ ∫

∫ ∫ LL

(5) 

 
( )3 2/12 1D Eh ν= −  

  
 

Rigid Base A  

Flexible plate Y

XReference Point 0 

1̂a

2â
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 접촉력 유도 
Hertz 접촉이론으로부터 평판과 구의 자유 충돌  

 하면, 다음과 같은 식으로 
나

2.2 CF

시의 접촉력 을 구CF
타낼 수 있다. 
 

2
3

αδ=CF                (6) 

여기서 
 

δ 는 충돌하는 물

타내며 와 
체간 상대 변위를 나

ik α 는 다음과 같다. 
 

E
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π
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굽힘 방향으로만 충돌이 일어나므로 굽힘 방향

운동 방정식만 고려하고 충돌 발생 시간 이후

부

개선

It
터 충돌 종료 시까지 발생하는 접촉력 CF 는 

충돌 시간 동안 시간에 따라 변하게 되므로 준정

적 과정으로 가정하여 매 해석 단계마다 된 
접촉력 CF 를 적용하여 운동방정식을 풀게 된다. 

접촉력을 구하기 위해서는 충돌 물체간 상대변

위 

 

δ 를 해야 하므로 우선 이 변위로부터 나타 구
나는 상대 속도를 Hertz 접촉이론을 이용하고 보
의  변형을 고려하여 다음과 같이 구한다. 또
한 여기서는 1=e 인 완전 탄성충돌만을 가정하여 
충돌에 의한 에너지 손실은 없다. 

 

굽힘

( )
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여기서 은 충돌 직전 두 물체간 상대속도이

며

0δ&

maxδ 는 일 때(상대 속도의 방향이 바뀌순

간  물

0=δ&

)의 충돌 체간 상대 변위를 나타낸다. 그리고 
β 는 다  같다음과 .  

 

α
ρ
ρβ +

=
Lm

mL  

 

충돌 과정은 접촉이 시작하면서 두 물체가 눌리

는 압축 과정이 진행되다가 대 상대 변위에 도

달 후 두 물체가 떨어지는 인장 과정이 진행된다. 

따

최

 

라서 식(7)에서 충돌 물체간 상대 속도는 압축

과 인장 두 단계로 구분하여 해석을 수행하며 압

축과 인장 단계의 판별을 위해 다음 판별식을 이

용한다. 
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또한 식(11)에서 각 단계의 첫 번째 항은 두 물

체간 자유 충돌 경우의 물체간 상대속도를 나타내

며 거기에 보의 굽힘 변형을 고려하기 위해 보의 
굽

 과정을 거쳐 구한 접촉력

을

 동안의

3.1 보의 근사화

 이 장에는 을 사용하여 
수치해석을 수행하였다. 사용된 평판의 모드 함수

 보 함수들을 곱하여 구하

 
힘 변형 속도인 두 번째 항을 추가하여 수정된 

상대속도를 사용한다. 
Fig.2 는 매 해석 단계마다 접촉력을 개선하는 

과정을 보여준다. 여기서 stept 는 각 단계의 해석 

시간 크기이다. 이러한

 식(9)의 보의 굽힘방향 운동방정식에 대입하여 
풀어 충돌시간과 충돌시간  접촉력의 변화, 
충돌효과를 고려한 보의 움직임을 나타낼 수 있다. 

 

3. 수치 해석 결과 

함수 

앞서 유도된 진동방정식

들은 가로와 세로방향의 
는데 가로방향은 외팔 보의 모드함수를 세로방향

은 병진 및 회전에 의한 강체운동 함수 2 개와 양 
단 자유 보의 모드함수를 각각 사용한다. (참고문

헌 [15] 참조) 사용된 보의 근사화 함수들은 충돌 
시 나타나는 고차모드를 표현하기 위해 강체운동

이 없는 외팔보의 굽힘진동 특성함수 를 식(9)과 
같이 수정하여 사용하였다. 각 항의 계수 A,B,C,D
는 외팔 보 경계조건으로부터 도출하였다. 
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기존의 보 함수는 hyperbolic 함수가 

함수의 개수가 증가하면 hyperbolic 함수의 값이 
가하여 적분 시 수렴되지 않는 문제점이 있었으 

포함되어 

증
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 여기서는 hyperbolic 함수 대신 exponential 함수

를 사용하여 사

한 모드함수의 개수는 100 개로 충돌로 인해 나

3.

판의 충돌 위치에 대한 충돌 시간과 
접촉력의 변화를 나타내고 있다. 충돌이 발생하면

서 
접촉력은

그러한 영향으로 인해 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 2 Contact force analysis process  
 
나

 이런 문제를 해결하였다. 해석에 
용

타나는 고차모드를 표현하기에 충분한 개수로 선
정하였다. 

Table 1 은 해석에 사용된 보와 구의 제원을 나
타내고 있다. 

 

2 충돌 위치에 따른 충돌 시간과 접촉력 

Fig. 3 은 평

서 두 물체간 접촉은 압축이 일어나는 단계에

 증가하여 최대점에 도달한 후 접촉 현상 
은 인장 단계로 넘어가 접촉력은 감소하면서 두 
물체가 완전히 분리되면 0 이 된다. 그리고 보의 
굽힘 변형으로 인해 압축과 인장 단계에서의 접촉

력의 충돌 시간에 따른 변화 경향과 각 단계의 작
용 시간에 차이를 발생시킨다. 일반적으로 충돌은 

 
Table 1 Properties of the beam and sphere 

 

매우 짧은 시간 동안 발생하므로 충돌에 의한 보
의 굽힘 변형은 두 물체간 접촉 상대 변위를 줄이

는 쪽으로 영향을 미친다. 
Fig. 3 에서 보여지는 바와 같이 압축 단계에서의 
접촉력의 상승율에 비해 인장 단계에서는 급격히 
접촉력이 감소하게 된다.  
Fig. 3 에서 고정점으로부터의 거리 a로 표현되는 
충돌 위치가 고정점 근처로 갈수록 회전에 의한 
충격량의 크기가 작아져 접촉력의 크기는 감소하

는 경향을 나타낸다. 그러나 충격 위치의 영향으

로 인해 고정점 근처에서는 굽힘 변형량이 감소해

서 충돌 시간은 증가하게 되며 또한 충격량이 감
소함에도 접촉력이 오히려 증가하는 지점이 존재

함을 확인할 수 있다. 이는 회전체에서의 충격은 
충격 힘 변형의 상호작용에 의해 접촉력이 
최대인 지점이 결정된다는 것을 알 수 있으며 여
기서는 보의 끝단보다 약간 고정단 방향으로 치우

친 ma 4

량과 굽  

=  지점에서 최대 접촉력이 발생한다. 
그리고 Fig. 3 에서 그래프의 면적은 충돌 시 발생

하는 충격량을 나타내며 접촉력의 최대값을 경계

로 압축 단계와 인장  면적비가 충돌 전후 
의 충격량의 비 즉, 반발계수를 의미한다. 본 논문

에서는 완전 탄성 충돌  가정하여 재료적 특성 
에 의한 반발계수를 1

  

단계의

을

=e 로 정의하였으나 굽힘 
변형을 고려했을 때 충 에 의한 변형에 의해 손
실되는 충격량의 비율 be 는 사용한 예제의

돌

 경우 

0. 0.6 정도의 값을 가지며 충돌 위치에 따라 각 
각 다른 값을 가진다. 식(14)에서는 충돌 위치에 

른 반발계수의 값을 나타내고 있다. 
 
 

 
 
 
 

 Variation of contact force in contact point versus 
time with impact and different impact position 

3~
 

따

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 3

( kgmsmvmste I 1.0,/5,01.0 ,1 1 ==== & ) 
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b
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ea

         (14) 

 

충돌 위치에 따른 굽힘 변형에 의한 반발계수 
값은 접촉력이 최대가 되는 지점을 제외

하고는 고정점 근처로 갈수록 굽힘 변형이 감소하

므로 굽힘 변형에 의한 손실이 감소하여 증가하게 
된다. 

ma 4=

 

3.3 충돌구의 질량에 따른 충돌 시간과 접촉력 

Fig. 4 는 구의 질량 변화에 대한 충돌 시간과 접
촉력의 변화를 나타내고 있다. 여기서 구의 질량

이 증가할수록 충돌에 의해 발생하는 충격량이 증
가하여 접촉력의 크기는 증가한다. 또한, 여기서 
충격량 증가로 보의 굽힘 변형량은 증가하여 충돌 
시간은 감소하여야 하나 충격량의 증가량이 매우 
작아서 이보다는 충격량 증가에 의한 두 물체간 
접촉 상대 변위가 증가하는 효과가 더 크게 작용

하므로 충돌 시간은 구의 질량이 증가할수록 증가

하게 된다. 접촉력과 충돌 시간은 구의 질량이 증
가함에 따라 그 변화량이 감소하여 일정한 값으로 
수렴되어가는 것을 확인할 수 있다. 이는 참고문

헌[14]에서 충돌 물체의 질량이 증가함에 따라 충
격량은 일정한 값으로 수렴되어 감을 확인할 수 
있고 따라서 이 경우도 역시 위와 동일한 원인에 
의해 질량 증가에 따른 변화량이 점차로 감소하여 
접촉력과 충돌 시간이 일정한 값으로 수렴되어 간 
 

   
 

5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4 Variation of contact force in contact point versus 
time with impact and different impact sphere 

mass 
( masmvmste I 5,/5,01.0 ,1 1 ==== & ) 

다고 볼 수 있다.  
 

4. 결 론 

본 논문에서는 충돌이 일어나는 병진 가속을 받
는 평판의 운동 방정식과 충돌 시 발생하는 접촉

력을 구조물의 국부 변형을 고려한 수정된 Hertz
접촉 이론을 이용하여 유도하고 이에 근거한 해석

결과를 제시하여 충격위치와 충돌 구의 질량이 충
돌 시 접촉력의 크기와 충돌 접촉 시간에 미치는 
영향을 분석하였다. 충돌은 충돌 직전의 속도, 충
돌 구의 질량에 영향을 받아 충격량을 발생시키므

로 병진 가속을 받는 평판의 충돌 위치가 고정단 
근처로 갈수록 접촉력의 크기가 증가하며 충격량

이 증가하여 평판의 굽힘 변형이 커지면 접촉력과 
충돌 시간은 감소하는 것을 확인할 수 있었다. 그
러나 충돌 구의 질량은 증가할수록 접촉력은 증가

하나 그 차이가 매우 작아 굽힘 변형에 의한 충돌 
시간 감소 효과를 나타내지 못하였다. 그러나 이
러한 접촉력과 충돌 시간의 상반된 영향으로 인하

여 충돌 위치 변화 시 최대 접촉력을 발생시키는 
특정값이 존재함을 알 수 있었으며 충돌 시 발생

하는 평판의 굽힘 변형을 고려한 충돌 해석으로 
변형에 의한 에너지 손실을 고려한 반발 계수를 
얻을 수 있었다.
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