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이산 MJLS(Markov Jump Linear System)를 이용한 네트워크 제어시스템 해석
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Abstract - This paper deals with the stability analysis method of a 
networked control system using the discrete-time MJLS(Markov 
Jump Linear System). The necessary and sufficient conditions for the 
mean stability and mean square stability of a networked control 
system having data uncertainties are proposed. The numerical 
example is presented to illustrate the usefulness of proposed stability 
conditions.

1. 서    론

  네트워크 제어시스템은 피드백 경로가 네트워크를 통해 구성된 제어
시스템으로 정의할 수 있으며, 제어시스템 구축에 필요한 다수의 배선을 
공유 매체로 통합함으로써 시스템의 물리적 크기나 무게를 감소시키고 
유지․보수에 필요한 시간 및 비용을 절감할 뿐만 아니라 유연한 확장
성을 제공하는 등의 장점을 지닌다[1],[2]. 반면, 네트워크의 고유 성질인 
데이터 전송의 불확실성은 네트워크 제어시스템의 설계 및 분석을 어렵
게 하는 가장 큰 문제이며, 최근 이 같은 문제점의 해결 방안으로 
MJLS(Markov jump linear system)를 적용하는 연구가 활발히 진행되
고 있다.
  본 논문에서는 데이터의 전송 불확실성에 의해 변하는 네트워크 제어
시스템의 안정성을 분석하기 위해 이산 MJLS 해석 방법을 적용하고자 
한다. 본론에서는 이산 MJLS의 정의 및 안정성에 대하여 살펴보고, 데
이터 전송 불확실성을 포함하는 네트워크 제어시스템을 이산 MJLS 형
태의 등가 모델로 변환한다. 이후, 이산 MJLS의 안정성 정의를 유도된 
모델에 적용함으로써 네트워크 제어시스템의 안정성을 판별할 수 있는 
필요충분조건을 제시하고, 시뮬레이션을 통해 그 효용을 입증한다. 

2. 본    론

  2.1 이산 MJLS
  JLS(jump linear system)는 Krasovskii 와 Lidskii에 의해 1960년대부
터 연구되기 시작했으며, 확률공간에서 이산 JLS는 식(1)과 같이 나타낼 
수 있다[3],[4].

 

   (1)

여기서, ∈ℝ × , ∈ℝ × , ∈ℝ× , ∈ℝ× ,
         ⋯⋯∞,   ∈ℝ

  식(1)에서  ,  ,  , 는 이산 확률프로세스 

 ⋯⋯ ∞의 함수이고 가 유한 모드ℕ 
⋯⋯ 를 갖는 Markov 체인일 때, 이를 이산 MJLS라 한다[3]～[8].
  천이확률(transition probability) 는 의 모드가 에서 로 변

화될 확률로 정의된다.

    ∣  ≥   (2)

여기서, 
 



  , ∀∈ℕ

  의 확률 분포(state probability distribution) 는 가 
  ⋯⋯ 중에서 어떤 모드가 될 것인가에 대한 확률을 의미하며, 
 번째 행렬 요소가 식(2)의 로 주어진 ×  크기의 천이확률행

렬 (transition probability matrix)로 표현할 수 있다.

    (3)
여기서,       ⋯⋯  , ∀ ⋯⋯∞ ,
       의 초기 분포확률       ⋯⋯ ,
       ≤ ≤  : 번째 시각에서 번째 상태가 될 확률

  와 이 같을 때, 이를 동차 Markov 체인(homogeneous 

Markov chain)이라 하며, 이 경우 천이확률행렬은 상수행렬이 된다.

  ∣  
           ∣   (4)

  이산 MJLS에서의 Markov 체인은 일반적으로 식(4)와 같은 동차 
Markov 체인을 의미한다[3]～[7]. 이와 같은 이산 MJLS는 네트워크 제
어시스템의 데이터 손실, 확률적으로 변하는 시간지연 등을 다룰 수 있
는 적합한 모델이라 알려져 있다[1],[3].

  2.2 이산 MJLS의 안정성
  식(1)로 나타낸 이산 JLS의 확률프로세스 가 ℕ⋯⋯
의 유한 모드를 갖는 동차 Markov 체인이고 이의 천이확률행렬이 식
(4)와 같이 주어졌다고 하자. 시스템이   ,  ⋯⋯인 모
드에 있을 때, 식(1)을 아래와 같은 MJLS로 나타낸다.

 

   (5)

정의 1 [3]～[5],[7] 외부입력 ≡이고 모든 주어진 초기값  , 
에 대하여 식(5)의 MJLS는

1) lim
→∞

∥∥  이면, 평균안정(MS, mean stable) 하다.
2) lim
→∞

∥∥   이면, 평균제곱안정(MSS, mean square 
stable) 하다.

3) 
 

∞

∥∥ ∞이면(즉,∥∥ ∞), 확률안정(SS,  
stochastically stable) 하다.

4) 모든 ≥에 대하여, ∥∥  ∥∥를 만족하
는 상수   및 가 존재하면, 지수적 평균제곱안정(EMSS, 
exponentially mean square stable) 하다.

5)  lim→∞∥∥  이면, AS안정(almost surely stable) 하다.
(단, ∥∥  

 

∞

)

  정의 1.1)은 참고문헌 [4]에서   안정으로 표현하고 있으며, 정의 
1.2), 1.3), 1.4)는 참고문헌 [4]에서   안정 또는 참고문헌 [3],[7]에서 
SM(second moment) 안정으로 통칭하고 있다. 여기서, 모든 시스템 행
렬 가 안정할 조건은 SM안정하기 위한 조건과 연관이 없으며, 식
(5)의 MJLS가 SM안정하면 항상 AS안정이 보장된다[3],[7].

  2.3 안정성 분석
  네트워크 제어시스템의 일반적인 모델은 참고문헌 [1],[2]에서 찾아볼 
수 있으며, 본 논문에서는 센서 경로 및 구동기 경로가 단일화된 모델을 
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구분
비동기 시스템
점근안정[1],[2]

MJLS 평균안정
(정리 1.1)

MJLS 평균제곱안정
(정리 1.2)

 60.77% 55.04% 73.78%

<표 1> 데이터 전송 성공률 비교
<Table 1> Comparison of data transmission rates

고려한다. 이는 네트워크 제어시스템의 대역폭, 시간지연, 데이터 손실 
등에 의한 성능변화를 분석하는데 적합한 모델로 알려져 있다[1].
  각 경로의 데이터 전송 및 손실을 각각 스위치의 닫힘과 열림으로 표
현하면, 네트워크 제어시스템과 등가인 시스템을 식(6)과 같이 유도할 
수 있다[2]. 여기서, 플랜트 상태방정식은     ≡, 제어기 
상태방정식은    , 구동기 경로의 최대 시간지연은  , 센
서 경로의 최대 시간지연은 이다. 

         

             (6)

여기서,   

  











     

  
      

  
 
    

 
 

  

    

,  











      
       
 
     

 
 

     

 

  











     

  

    

  

  

    

,   











      
    

    

    

  











 
 
 
 


,      











 




,  










   





    

 

,

  












 

     



,      ,   ,   

  식(6)에서   은 모든 경로에서 데이터가 전송되었을 때,   은 
센서 경로에서 데이터가 손실되었을 때,   은 구동기 경로에서 데이
터가 손실되었을 때,   은 모든 경로에서 데이터가 손실되었을 때를 
나타낸다. 

정리 1 센서 경로의 데이터 전송 성공률을  , 구동기 경로의 데이터 

전송 성공률을 라 하면, 식(6)으로 표현된 네트워크 제어시스템이, 

1) 평균안정하기 위한 필요충분조건은 식(7)이 성립하는 것이다.






















   




   








  

 

   


 





 

 



  




 

   




 

    


 









  (7)

여기서,  ․  : spectral radius,     ,    
2) 평균제곱안정하기 위한 필요충분조건은 식(8)이 성립하는 것이다.

 
 



 ․ ⊗  (8)

여기서, ⊗  : 행렬 와 의 크로네커 곱

          ,  
  ,   

  ,  
 
 

증명 : 식(6)은 각 경로의 데이터 전송 및 실패에 의해 확률적으로 변하
는 시스템으로,    ( ⋯⋯∞)의 4가지 유한 모
드를 갖는 이산 확률프로세스라 할 수 있으며, 이때의 천이확률행렬 
는 모든 행벡터가    로 이루어진 IID(independent and 
identically distributed)[3],[5],[7] 형태의 MJLS이다. 이제, 식(6)의 각 모
드에 대한 시스템 행렬과 참고문헌 [3]～[5],[7],[8]의 안정성 정리를 적
용하면 정리 1의 증명이 가능하다.                                 ■

3. 시뮬레이션

  참고문헌 [2], 식(29)의 Batch-Rector 모델과 이를 안정화하는 식(30)
의 제어기를 고려하자. 샘플링 주기   , 구동기 경로 및 센
서 경로의 최대 시간지연이 각각    ,   일 때, 표 

1은 네트워크 제어시스템의 안정을 보장하는 데이터 전송 성공률의 하
한값 을 정리 1.1), 1.2)를 이용하여 계산한 결과이다. 여기서, 참고

문헌 [1],[2]의 안정성 정리를 이용한 결과와 비교를 위해 각 경로의 데
이터 전송 성공률은 같다고 가정하였다(즉,      ).

  각 경로의 데이터 전송 성공률이 서로 다를 때, 네트워크 제어시스템
이 안정하기 위한 해당 범위도 제안된 정리 1을 이용하여 구할 수 있으
며, 그 결과는 그림 1과 같다.

<그림 1> 네트워크 제어시스템의 안정범위

<Fig. 1> Stability region of networked control system 

  이상의 시뮬레이션 결과로부터, 본 논문에서 제안한 정리를 이용하여 
네트워크 제어시스템의 안정성을 효과적으로 분석할 수 있음을 입증할 
수 있다.

  
4. 결    론

  
  네트워크 제어시스템은 데이터 전송의 불확실성으로 인해 시스템의 
성능, 특히 안정성이 변화할 수 있으며 본 논문에서는 이를 분석하기 위
해 이산 MJLS의 안정성 해석 방법을 적용하였다. 그 결과, 네트워크 제
어시스템의 평균안정 및 평균제곱안정을 판별할 수 있는 필요충분조건
을 정리 1.1), 1.2)와 같이 제안하였으며, 시뮬레이션을 통해 그 효용을 
입증하였다. 본 논문의 결과는 향후, 네트워크 제어시스템의 안정화 제
어기 설계 등에 적용할 수 있을 것이다.
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