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Abstract - This paper proposes a new delay-dependent stability 
condition for uncertain time-delay systems, which is simple yet not 
as conservative as previous ones in the literature. The proposed 
condition, which is formulated in terms of linear matrix inequalities, 
does not employ any model transformation and therefore is free from 
the conservatism due to model transformations. Numerical examples 
are presented to show the usefulness of the proposed condition.

1. 서    론

  그 동안 시간지연 시스템에 대한 많은 연구가 이루어졌다. 특히, 선형
행렬부등식(LMI: linear matrix inequality) 기법[1]의 개발과 함께 시간
지연 시스템 제어에 대한 연구가 더욱 활발히 진행되었다. 시간지연 시
스템 제어에 관한 대부분의 연구 결과는 지연에 무관한 안정성 조건[1]
과 지연에 종속적인 안정성 조건[2-9,11,12]에 기반 하여 이루어져 왔다. 
지연에 무관한 안정성 조건은 모든 범위의 지연에 대해 안정성을 보장
해야 하므로 매우 보수적이다. 반면에, 지연에 종속적인 안정성 조건은 
특정 범위의 시간지연에 대해 안정성을 보장하기 때문에 일반적으로 지
연에 무관한 안정성 조건보다 덜 보수적이다. 
  Moon 등[8]은 Leibniz-Newton 공식을 이용한 시스템 모델 변환과 특
정 교차항의 상한 추정을 위한 부등식을 통해 지연 종속적인 안정성 조
건을 제안하였다. 특히, 이들이 제안한 교차항의 상한 추정을 위한 부등
식은 Lyapunov 함수의 시간 도함수에서 특정 항을 소거하는데 매우 유
용하기 때문에 그 후 여러 연구들[3,5]에 이용되었다. 그러나 시간지연 
시스템의 안정성 조건 유도를 위해 시스템 모델 변환이나 상한 추정 부
등식을 도입하면 보수성도 같이 유입된다는 단점이 있다. 시간지연 시스
템을 위한 안정성 조건의 보수성을 줄이기 위해 현재 많은 연구가 진행
되고 있으며, 여유변수를 도입하는 기법이 많이 적용되고 있다[7,11,12]. 
그러나 다면체형(polytopic) 불확실성을 갖는 시스템의 경우나 T-S 
(Takagi-Sugeno) 퍼지 시스템의 경우는 여유변수(slack variable)를 도
입하여 조건식의 자유도를 늘리는 방법을 통해 보수성을 줄일 수 있으
나[7,12], 공칭 시스템이나 노옴한계형(norm-bounded) 불확실성을 갖는 
시스템의 경우 그러한 여유변수 기법이 효과가 없기 때문에[10] 새로운 
Lyapunov 함수를 찾거나 덜 보수적인 모델 변환이나 상한 추정 부등식
을 찾아야 하는 실정이다.
  이 논문에서는 노옴한계형 불확실성을 갖는 시간지연 시스템을 위한 
지연 종속적 안정성 조건을 제안한다. 제안된 조건은 시스템 모델 변환
을 이용하지 않고 얻은 것으로서 LMI 식으로 표현되는데 기존의 조건
들보다 성능이 떨어지지 않으면서도 결정변수의 개수가 적다는 장점이 
있다. 따라서 LMI 문제를 풀 때 기존의 조건들보다 수치적 복잡도가 낮
아 큰 규모 시스템 적용에 유리하다. 수치 예제를 통해 제안된 조건의 
유용을 보인다.

2. 문제 설정 및 예비 결과

  상태에 시간지연이 있는 불확실 선형 시스템을 다음과 같이 고려하자.

           (1)

   ∈                                   (2)
여기서 ∈는 시스템 상태,   는 시간지연, ⋅는 초기조
건,      은 상수행렬을 각각 나타낸다. 또한, 와 

 은 시변행렬로서 다음 조건 
≤와 

 ≤를 

각각 만족한다.
  이 논문의 문제는 주어진 불확실 시간지연 시스템 (1)의 안정성을 위
해 제안된 기존의 조건들을 개선하는 새로운 지연 종속적 안정성 조건
을 찾는 것이다. 여기서 ‘개선’이라 함은 보수성을 줄이면서 수치적 복잡
성을 줄이는 것을 의미한다.

  다음 보조정리는 이 논문의 주요 결과를 얻기 위해 필요한 내용이다.
  보조정리 1 [4]: 임의의 행렬   및 스칼라 에 대해 다음 부
등식이 만족한다.
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3. 주요 결과

  3.1 공칭 시스템을 위한 안정성 조건
  다음과 같은 공칭 시스템을 고려하자.

                        (3)

   ∈                          (4)
위 시스템을 위한 새로운 지연 종속적 안정성 조건을 다음과 같이 제안
한다.
  정리 1: 조건 ≤을 만족하는 시간지연 에 대해, 다음 부등

식 (5)를 만족하는 행렬들    및 이 존재하면 공칭 시
스템 (3)은 점근적으로 안정하다.
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여기서 *는 대칭행렬에서 대칭성으로 유추할 수 있는 요소를 줄여서 표
시한 것이다.
  증명: Lyapunov 함수를 다음과 같이 정의한다.
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시스템 (3)의 상태궤적에 대한 이 함수의 시간 도함수를 구하면 다음과 
같다.
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이 식에 보조정리 1을 적용하면 마지막 항을 와 에 관하여 
나타낼 수 있고 그로부터 다음과 같은 관계를 얻을 수 있다.
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안정성 조건 최대 허용  결정변수의 수

  Li and de Souza [6]        0.8571          9

  Niculescu et al.  [9]        0.9999         11

  Moon et al. [8]        4.3588         16

  Fridman and Shaked [2]        4.47         27

  Xu and Lam [11]        4.4721         17

  정리 1        4.4721          9

안정성 조건 최대 허용 

       Li and de Souza [6]              0.4428   

       Moon et al. [8]              5.6312

       Xu and Lam [11]               +∞

       정리 2               +∞
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이다. 따라서 ≤에 대해   이 만족하는    및 

이 존재하면 다음 식

  ≤


         이 만족하여 시스템 (3)

이 점근적으로 안정하다. 한편, 식 (5)는 Schur 보수법[1]에 의해 , 
와 동치이다. 그러므로 식 (5)를 만족하는    및 
이 존재하면 시스템 (3)은 점근적으로 안정하다.                    ∎
  주 1: 식 (5)에서    (은 충분히 작은 양(positive)의 스칼라)로 
놓으면 식 (5)는 이미 잘 알려진 시간지연에 무관한 안정성 조건[1]으로 
귀결된다.
  
  3.2 노옴한계형 불확실성을 갖는 시스템을 위한 안정성 조건  
  앞 절의 결과를 이용하여 다음과 같이 노옴한계형 불확실성을 갖는 
시스템을 위한 지연 종속적 안정성 조건을 제안한다.
  정리 2: 조건 ≤을 만족하는 시간지연 에 대해, 다음 부등

식 (6)을 만족하는 행렬들  , 과 스칼라    및 

 이 존재하면 노옴한계형 불확실성 시스템 (1)은 점근적으로 안정

하다.
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  이다.

  증명: 식 (5)의  을 각각 ,   으로 치

환하고, S-절차(S-procedure)[1]를 이용한 노옴한계형 불확실성을 다루
는 기법[8]을 적용하면 식 (5)로부터 식 (6)을 얻을 수 있다. 나머지 증
명 과정은 정리 1의 증명을 따른다.                                ∎
  주 2: 식 (5)와 (6)은 결정변수에 대해 LMI 식이다. 따라서 Interior- 
Point 기법[1]과 같은 볼록최적화 수치해석 기법에 의해 효과적으로 그 
해를 구할 수 있다. 
  주 3: 정리 1과 정리 2의 안정성 조건을 상태궤환 제어기 설계 조건
으로 확장할 수 있다. 그러나 변수변환[1] 및 Schur 보수법과 같은 여러 
기법을 동원해도 결과는 비볼록한(non-convex) 조건으로 귀결된다. 이
러한 조건은 LMI 식이 아니기 때문에 특정한 알고리즘을 통해 해를 구
해야 한다. 보수성을 감수하더라도 상태궤환 제어기 설계 조건을 LMI 
식으로 만들려면,  로 놓는다. 참고문헌 [8]에 이와 비슷한 논의가 
되어 있다.

4. 수치 예제

  예제 1: 다음 값을 갖는 공칭 시간지연 시스템 (3)을 고려하자[6,11]. 
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이 예제는 여러 문헌에서 안정성 조건을 비교하는 데 사용된 예제로서 
이 논문에서도 공칭 시간지연 시스템에 대한 기존 결과와 정량적 비교
를 하기 위해 사용하였다. 표 1에 그 결과를 제시하였다. 그 결과, 이 논
문에서 제안한 조건(정리 1)이 기존 조건들의 성능보다 같거나([2,11]) 
더 좋을 수 있다고 판단할 수 있으며 결정변수 수의 비교를 통해 이 논
문에서 제안한 조건이 간단하다는 것을 알 수 있다.
  예제 2: 다음 값을 갖는 노옴한계형 불확실성을 갖는 시간지연 시스
템 (1)을 고려하자[6,11]. 
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표 2에 이 시스템에 대한 여러 안정성 조건을 비교한 결과를 제시하였
다. 이 결과에서도 이 논문에서 제안한 조건이 기존의 조건들[6,8]에 비
해 좋은 성능을 보임을 알 수 있다.

5. 결    론
  
  이 논문에서는 노옴한계형 불확실성을 갖는 시간지연 시스템을 위한 
지연 종속적 안정성 조건을 제안하였고 그 유용성을 수치 예제를 통해 

보였다. 제안된 조건이 시스템 모델 변환을 이용하지 않기 때문에 이로
부터 유입되는 보수성을 방지할 수 있고, 기존의 조건들보다 성능이 떨
어지지 않으면서도 결정변수의 개수가 적어 수치적 복잡도가 낮다는 장
점이 있다. 따라서 큰 규모의 시간지연 시스템의 안정성을 다룰 때 유용
할 것으로 판단된다.

  <표 1> 지연 종속적 안정성 조건 비교 (예제 1)

  <표 2> 지연 종속적 안정성 조건 비교 (예제 2)
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