
 

회전축에 대한 스펙트럴요소 모델링 

Spectral Element Modeling for Rotating Shafts 

 

                          이재상*           용석진**           이우식***   

                        Lee, Jeasang        Yong, Sukjin         Lee, Usik 

 

------------------------------------------------------------------------------------ 

ABSTRACT 

  In this paper, the vibration of a rotating shaft with a thin rigid disk is considered. It is assumed that the shaft has 

uniform, circular cross-section. Based on the Timoshenko-beam theory, the transverse displacements and slops in two 

lateral directions, the axial displacement, and the torsional deformation are considered. The spectral element method is 

used for the vibration analysis of the rotating shaft with a thin rigid disk, which is modeled by two shaft elements and a 

thin rigid disk element. 

------------------------------------------------------------------------------------ 

 

1.  서  론 

 

  회전축은 컴퓨터 하드디스크, 항공기의 가스터빈 엔진, 연마기 및 차량의 동력전달 축 등 현대산업에

서 많이 사용된다. 회전축의 주축과 기하학적 축이 서로 떨어져 있을 때 발생하게 되는 질량의 불균형

은 진동을 야기하는 일반적인 요소이다. 또한 축의 고속회전은 더욱 큰 불균형 힘의 원인이 되고 최근 

회전축을 사용하는 장비들은 고속회전을 요구하고 있다. 그러므로 진동해석은 경면가공, 베어링의 수명, 

그리고 고속회전이 요구되는 가공기계 등에서는 필수적이다. 고속회전 터빈, 압축기 등 전력발전 산업에 

사용 되는 회전기계에 있어서 정확한 진동해석은 매우 큰 비용절감을 가능하게 한다. 

평면운동 회전체 모델(planar rotor model)은 1919년 Jeffcott[1]에 의해서 처음 소개되었다. Jeffcott의 모

델은 고정된 강체 베어링에 물려있는 회전체를 질량이 없는 탄성축에 의해 지지된 강체 디스크였다. 좀 

더 복잡한 회전체로 유연한 회전체 모델이 개발되었는데 이는 회전하는 동안 회전체의 탄성변형이 고려

된 모델로 강체 회전체 모델보다 더욱 정확하다.  

회전체를 해석하는 방법에는 크게 두 가지 방법이 사용되었다. 이는 유한요소법과 전달행렬법이다. 

1972년 Ruhl과 Booker[2]는 회전체의 동역학적 특성 연구에 유한요소방법을 사용하였다. 이 연구에서는 

탄성 굽힘과 병진운동에너지는 포함하였지만 회전관성효과, 회전효과(gyroscopic effect), 축방향 토크, 축

방향력, 그리고 내부 감쇠는 무시하였다. Dimaragonas[3]는 1975년에 회전관성과 회전효과 그리고 내부 

감쇠가 고려된 좀 더 일반적인 모델을 제시하였고, Gasch[4]는 1976년에 Dimaragonas의 모델에 편심효

과를 고려한 모델을 제시하였다. 같은 해에 Nelson과 McVaugh[5]은 회전관성과 회전모멘트(gyroscopic 

moments)와 축방향력이 포함된 모델을 제시하였고 Zorzi와 Nelson[6]이 내부 감쇠를 포함하여 일반화하

였다. 또한 Nelson[7]은 1980년에 전단변형효과가 추가된 모델을 제시하였다. 유한요소방법은 많은 요

소를 사용할수록 해가 정확해지지만 이를 계산하는 데 많은 시간이 필요하다는 단점을 가지고 있다. 

Lund와 Orcutt[8]는 1967년에 처음으로 회전체 동역학에 전달행렬법을 적용하였다. 이 방법은 사용하는  
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행렬의 사이즈가 유한요소법에 비해 작다는 장점이 있다. 하지만 Kumar와 Sankar[9]는 1984년에 시간영

역에서와 비선형문제의 해석에 어려움이 있다는 단점을 제시하였다.  

  본 연구에서는 위 두 방법의 단점을 보완할 수 있고 회전체의 진동해석에 있어 아직 사용 되지 않은 

스펙트럴요소방법을 통해 모델링을 수행하였다.   

 

2.  회전축에 대한 스펙트럴요소 행렬 유도 

 

  회전축에 대한 축방향 변위, 비틀림 변위, 그리고 티모센코 보이론에 따르는 횡방향 변위와 기울기에 

대한 각각의 지배방정식을 도출하였다. 그리고 각각의 경우에 따라 스펙트럴요소 행렬을 도출해 내어 

이를 중첩함으로써 회전축에 대한 스페트럴요소 행렬을 유도할 수 있었다.  

  축방향 변위에 대한 지배 방정식은 다음과 같이 유도할 수 있다. 
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여기서 E는 탄성계수, ρ는 질량 밀도, 그리고 A는 축의 단면적이다. 또한 위 식 (1)의 해는 다음처럼 가

정할 수 있다. 
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이를 위의 (1)식에 적용하여 다음의 스펙트럴요소 행렬을 유도할 수 있다.[10] 




















=

2

1

u22u21

u12u11
x

u

u

ss

ss
F                                              (3)  

여기서,      

              

( ) ( ) ( ) ( )

EA

ρA
ωk

LkcscLk
L

EA
ss,LkcotLk

L

EA
ss

nu

uuu21u12uuu22u11

=

−====

                         (4) 

  비틀림 변위에 대한 지배방정식은 다음과 같이 유도할 수 있다. 
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여기서 G는 전단탄성계수이며 Ia는 축방향의 관성모멘트이다. 또한 위 식 (5)의 해는 다음처럼 가정할 

수 있다. 
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이 역시 식 (5)에 적용되어 다음의 스펙트럴요소 행렬을 유도할 수 있다.[10] 




















=

2

1

θ22θ21

θ12θ11

θ

θ

ss

ss
T                                                 (7) 

 

  

그림 1. 회전축에 대한 자유도와 외력 

 

y22
Mα  

22
Fu  

22
Tθ  

11
Tθ  

y11
Mα  

11
fu  

L

z11
Qw  

z22
Qw  

x 

z 

z22
Mβ  

22
Fu  

22
Tθ  

11
Tθ  

z11
Mβ  

11
fu  

L

y11
Qv  

y22
Qv  

x 

y 

750



여기서, 

           

( ) ( ) ( ) ( )

a

a

nθ

θθ

a

θ21θ12θθ

a

θ22θ11

GI

ρI
ωk

LkcscLk
L

GI
ss,LkcotLk

L

GI
ss

=

−====

                           (8) 

  티모센코 보이론에 따른 횡방향 변위와 기울기에 대한 지배 방정식은 다음과 같다.[11] 

 

ya2

2

za2

2

z2

2

y2

2

τα
x

w
κGA

x

α
EI

xt

β
ΩρI

t

α
ρI

τβ
x

v
κGA

x

β
EI

xt

α
ΩρI

t

β
ρI

fα
x

w
κGA

xt

w
ρA

fβ
x

v
κGA

xt

v
ρA

=







+

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=






 −
∂
∂

−







∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

=














 +
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=














 −
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

                              (9) 

여기서 I는 축의 단면지름 방향의 관성 모멘트이며, κGA는 유효 전단계수(effective shear modulus)이고 Ω

는 축방향의 회전속도이다. y축방향 변위 v와 기울기 α, z축방향 변위 w와 기울기 β의 해는 다음과 같

이 가정될 수 있다. 
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위 식(13)의 각 스펙트럴성분은 다음과 같이 가정한다. 

( ) ( )
( ) ( ) xik

n

xik
n

xik

n

xik
n

nn

nn

cehgxα,hcexw

gcexβ,cexv

−∗−

−−

==

==
                                         (11) 

위의 kn은 고유치 문제에 의해 다음과 같이 유도된다. 
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또한 상수 g, g
*
, h는 다음과 같이 유도된다. 
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여기서 얻어진 스펙트럴요소 행렬은 다음과 같다. 
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3.  디스크에 대한 스펙트럴요소 행렬 유도 

 

회전축의 임펠러 등을 얇은 강체 디스크로 모델링하여 운동방정식을 유도하였다. 이는 회전축과 같이 

축방향 변위, 그리고 티모센코 보이론에 의한 횡방향 변위와 기울기로 자유도를 나타낼 수 있다. 디스크

의 운동방정식은 다음과 같이 나타낼 수 있다.[10] 
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여기서 mD는 디스크의 질량이고 I11, I22, I33은 각각 x, y, z축에 대한 관성모멘트이다. 위의 식 (18)을 스

펙트럴요소 형태로 나타내면 두 가지 경우를 생각할 수 있다.   

먼저 축의 회전속도인 Ω가 시간에 따라 변하는 값일 경우 Ω와 자유도의 곱으로 되어있는 항들은 모

두 두 개의 시간의 함수 곱으로 나타나 비선형 항이 된다. 이는 다음과 같다.  752
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4.  스펙트럴요소 행렬의 결합 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

그림 2. 요소 결합에 대한 자유도와 외력 
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5.  결  론 

 

본 연구에서는 이제까지 회전축에 대해 적용되지 않았던 스펙트럴요소 모델링을 유도하였다. 앞으로 

이러한 모델링을 통한 해석과 지금까지 널리 사용 되어왔던 유한요소법이나 전달행렬법등의 해석과 비

교를 통해 스펙트럴요소 모델링과의 차이를 제시하는 후행연구가 진행되어야 한다. 또한 축방향 회전속

도인 Ω가 시간에 따라 변하는 경우와 편심된 디스크의 경우를 고려하는 후행연구도 진행되어야 할 것

이다.   
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