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요 약

       본 논문은 벡터를 원소로 가지는 새로운 매트릭스인 벡터 매트릭스의 정의, 기본 연산 규칙, 그리고 적용에 대하여 

       논의한다. 이러한 벡터 매트릭스는 노드와 노드 사이에 여러 개의 에지가 형성되는 다중 에지 네트워크를 적절하게 

       표현하고 관련된 응용에 쉽게 적용할 수 있을 것으로 생각한다. 본 논문은 이러한 벡터 매트릭스를 노드와 노드 사이

       에 2개의 에지가 있는 feedforward 네트워크에 적용하여 출력값을 계산하는 과정을 보여준다.  

1. 서 론

    참고 문헌[1]의 19장에 제시된 설명에 의하면 인간의 

두뇌에 새로운 기억이 형성되는 것은 뉴런과 뉴런 사이에 

새로운 시냅스가 추가로 형성되는 것이라고 한다. 즉, 기존

의 시냅스이외에 새로운 시냅스가 추가로 뉴런과 뉴런 사

이에 형성되는 것이다. 이것을 네트워크로 모델링하면 기

존의 에지이외에 새로운 에지가 노드와 노드 사이에 형성

되는 것이라고 할 수 있다. 그런데 일반적으로 네트워크를 

구성하는 노드와 노드 사이에는 하나의 에지가 있는 것으

로 생각한다. 본 논문에서는 노드와 노드 사이에 2개의 에

지가 있는 것을 가정하고 이것을 표현하기 위하여 새로운 

매트릭스인 벡터 매트릭스를 정의하였다. 그리고 벡터 매

트릭스에 대한 기본 연산 규칙을 계산하여 보았다.

   일반적으로  매트릭스는 다음과 같이 표시된다. 여기서 

매트릭스의 원소 a11, a12, a21, a22 값은 스칼라 값이다. 

      

 

 

그리고 매트릭스 B 와 C 를 다음과 같이 정의할 경우에 

       

 

,       

 

매트릭스 곱셈 A x B = C 에서 C 의 원소 cij는 cij = 


 

  로 정의된다[2].

   그런데 본 논문은 매트릭스의 원소가 스칼라가 아니고 

벡터인 경우를 고려하기로 한다. 즉, 다음 매트릭스 S 의 

원소인 s11 s12, s21, s22 는 스칼라가 아니고 벡터이다. 

       

 

즉, s11~s22는 다음과 같이 벡터로 표시된다. 일단 벡터들

의 크기는 4인 동일한 것으로 가정한다. 

     s11 = (s1, s2, s3, s4), s12 = (s'1, s'2, s'3, s'4)

     s21 = (s"1, s"2, s"3, s"4), s22 = (s
+
1, s

+
2, s

+
3, s

+
4)

이러한 경우에 매트릭스 S 를 벡터 매트릭스라고 새롭게 

정의하고, 이러한 벡터 매트릭스에 대하여 곱셈, 뺄셈, 덧

셈, 나눗셈과 대수연산 등을 논의하고, 2개의 에지를 가지

는 다중 에지 feedforward 네트워크에 적용하여 출력값을 

계산하는 과정을 보여준다.

2. 본 론

2.1 벡터 매트릭스의 기본 계산

   먼자, 벡터 매트릭스의 곱셈에 대하여 논의하기로 한다. 

벡터 매트릭스 T 와 U 를 다음과 같이 정의하자.

       

 

,       
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예를 들어서 s11~s22와 t11~t22에 다음과 같이 값을 부여하

고 연산을 해 보자.

    s11 = (1, 2, 3, 4),  s12 = (-1, -2, -3, -4)

    s21 = (5, 6, 7, 8),  s22 = (-5, -6, -7, -8)

    t11 = (10, 20, 30, 40),  t12 = (-10, -20, -30, -40)

    t21 = (50, 60, 70, 80),  t22 = (-50, -60, -70, -80)

그러면 

    


 


 


 

 


 


 


 

   이므로 

u11 = s11 x t11 + s12 x t21 = (1, 2, 3, 4)x(10, 20, 30, 40) + 

(-1, -2, -3, -4)x(50, 60, 70, 80) = (10, 40, 90, 160) + 

(-50, -120, -210, -320) = (-40, -80, -120, -160)

u12 = s11 x t12 + s12 x t22  = (1, 2, 3, 4)x(-10, -20, -30, -40) 

+ (-1, -2, -3, -4)x(-50, -60, -70, -80) = (-10, -40, -90, 

-160) + (50, 120, 210, 320) = (40, 80, 120, 160)

u21 = s21 x t11 + s22 x t21 =  (5, 6, 7, 8)x(10, 20, 30, 

40)+(-5, -6, -7, -8)x(50, 60, 70, 80) = (50, 120, 210, 

320) + (-250, -360, -490, -640) = (-200, -240, -280, 

-320) 

u22= s21 x t12 + s22 x t22 = (5, 6, 7, 8)x(-10, -20, -30, 

-40)+(-5, -6, -7, -8)x(-50, -60, -70, -80) = (-50, 

-120, -210, -320) + (250, 360, 490, 640) = 

(200,240,280,320)

가 된다. 여기서 연산자 x 는 벡터에서 위치에 따른

(positionwise) 곱셈 연산자이고,  연산자 + 는 벡터에서 위

치에 따른 덧셈 연산자라고 정의한다. 다음은 계산된   벡

터 매트릭스이다.

       
    

 

   벡터 매트릭스에 대한 스칼라 곱셈은 다음과 같이 표현

할 수 있다.

         

 

 =  











 이다.

여기서 s11 = (s1, s2 , s3 , s4 ) 이 된다. s12, s21, s22의 

경우도 마찬가지이다. 벡터 매트릭스에 대한 스칼라 나눗

셈은 다음과 같이 표현할 수 있다.

    1/     

 

 =  











여기서, s11/ = (s1/, s2/, s3/, s4/)이 된다. s12, s21, 

s22의 경우도 동일하게 계산할 수 있다.

  벡터 매트릭스끼리의 덧셈은 다음과 같다. 

     S + T  =    

 

 +   

 

              =   





















여기서 s11+t11 = (s1,s2,s3,s4)+(t1,t2,t3,t4) =(s1+t1,s2+t2,

s3+t3,s4+t4) 이며 다른 항의 경우도 동일하게 계산할 수 있

다. 벡터 매트릭스끼리의 뺄셈도 비슷하게 계산될 수 있다.

  그리고 벡터 매트릭스 정의로부터 덧셈에 있어서 다음과 

같은 교환(commutative) 법칙[3]과 결합(associative) 법

칙[3]이 성립하는 것을 알 수 있다.

1. A + B = B + A 

2. (A + B) + C = A + (B + C)

3. a(A + B) = aA + aB

4. (a + b)A = aA + bA

5. (ab)A = a(bA)

  이제 벡터 매트릭스의 곱셈에 대하여 다음과 같은 결합 

법칙과 분배 법칙이 성립하는지 증명해 보자.

1. (AB)C = A(BC)

2. (A + B)C = AC + BC

3. A(B+C) = AB + AC

       

 

,       

 

,       

 

라고 하면
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   (AB)C             

         
  

 

              









                

                

                

                

이고

   A(BC)     

 
          

         

             









               

               

               

               

이다. 여기서 예를 들어 위 (AB)C의 첫 번째 항, 

(a11b11+a12b21)c11+(a11b12+a12b22)c21 을 전개하면 

a11b11c11+a12b21c11+a11b12c21+a12b22c21 이 된다. 그리고 

A(BC)의 첫 번째 항 a11(b11c11 + b12c21) + a12(b21c11+b22c21)

을 전개하면 a11b11c11 + a11b12c21 + a12b21c11+a12b22c21 가 되

어 결과가 동일함을 알 수 있다. 다른 항도 전개하면 동일한 

것을 알 수 있다. 따라서 결합법칙과 분배법칙이 성립함을 알 

수 있다. 2번과 3번의 법칙도 성립함을 알 수 있다.

   벡터 매트릭스의 치환은 스칼라 매트릭스와 동일하게 정

의할 수 있다. 


   

 

벡터 매트릭스의 치환에 대하여 다음과 같은 연산 법칙이 

성립하는지 증명해 보자.

1. (A + B)
T
 = A

T
 + B

T

2. (aA)
T
 = aA

T

3. (AB)
T
 = B

T
A

T

4. (A
-1

)
T
 = (A

T
)
-1

1번과 2번은 자명하다. 3번을 계산해 보자. 앞에서 ST=U

이므로 (ST)
T
 =  U

T
 이다. 따라서

                

         

이다. 그러면, T
T
S

T
를 계산해 보자. 

        

 

 이고       

 

  이므로

     

           

         

이 된다. 따라서 (ST)
T
 = T

T
S

T
가 성립한다고 할 수 있다.

  이제 벡터 매트릭스의 결정요소(determinant)[4]를 계산

해 보자. S 벡터 매트릭스를 예로 들자.

      det(S) = s11xs22 - s12xs21

          S
-1

 = 
 

    

  

그러면

      (S
-1

)
T 
=

 

 
    

  

      (S
T
)
-1     

 

 
 


 

    

  

       
 det(S

T
) = s11xs22-s21xs12 

따라서 성립한다. 다만, 여기서 결정요소는 스칼라 값이 아

니고 벡터 결정요소이다. 따라서 4번의 법칙도 성립한다.   

   이로서 벡터 매트릭스에 대한 연산 기본 법칙이 성립하

는 것을 모두 제시하였다.

2.2 벡터 매트릭스의 적용

2.2.1 Feedforward 네트워크

  이제 벡터 매트릭스를 feedforward 네트워크에 적용한 

경우를 살펴보자. 다음은 참고문헌 [4]에 제시되어 있는 

feedforward 네트워크 방정식이다. 

          c


v = -v + F(W x u)

여기서 시간에 의한 변화가 없다고 가정하고, 함수 F도 고

려하지 않으면 다음과 같이 간단한 식을 얻을 수 있다.

          v =  W x u

여기서 v 는 출력 벡터, u 는 입력 벡터, 그리고 W는 v와 u 
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feedforward 네트워크의 학습 값이다. 그리고 임의의 v와 u

사이에는 하나 이상의 에지가 있다고 가정하고 현재 2개가 

있다고 - 일반적인 feedforward 네트워크는 노드와 노드 사

이에 1개의 에지가 있는 것으로 생각한다[5] - 가정한다. 

참고문헌 [1]에 의하면, 기억이 형성된다는 것은 뉴런과 뉴

런 사이에 새로운 시냅스가 만들어지는 것이라고 한다. 에지

의 학습 값은 0이상의 양수로 한다. 0값을 가진 경우에는 값

이 없는 것으로 한다. 그러면 앞 절에서 설명한 벡터 매트릭

스의 기본 계산 방법에 의하여  W x u 을 계산할 수가 있으

므로 출력 v를 구할 수가 있다. 즉, 입력 노드를  u = (u1,u2), 

출력 노드를 v=(v1,v2), 그리고 학습 값을 W=(w1,w2)라고 하

자. 여기서 w1=( 1, 2, 5, 6)이고 w2=( 3, 4, 7, 8) 이다. 

그리고 u와 v사이에 각각 2개의 에지에 의하여 feedforward 

네트워크가 형성되어 있다고 가정하면, 다음과 같이 표현할 

수 있다.

       v1 = w1 x u =  








 



   


 

 


 

       v2 = w2 x u =  








 



   


 

 


 

따라서, 벡터 매트릭스를 이용하여 노드와 노드 사이에 2

개의 에지가 있는 feedforward 네트워크를 효과적으로 표

현하고 계산할 수 있었다. 최종적인 값은 v1 = F

((  


 )+(  


 ))로 계산할 수 있다. v2의 경

우도 동일하게 계산할 수 있다.

3. 결론

   본 논문에서는 새로운 매트릭스인 벡터 매트릭스를 정의

하였다. 그리고 벡터 매트릭스에 대하여 기본 연산 규칙이 

성립함을 제시하였으며, 노드와 노드 사이에 2개의 에지를 

가지는 feedforward 네트워크에 적용하여 출력값을 계산

하는 과정을 제시하였다. 
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